בעיה 4-7   (עמוד 71 בספר)
נתונים n שבבי VLSI (צ'יפים). השבבים הם לכאורה זהים, אך ייתכן שחלק מהם פגומים.

כל שני שבבים מסוגלים לבדוק זה את תקינותו של זה באופן הבא: שמים את שני השבבים בערכת הבדיקה. כל שבב בודק את השבב האחר ומדווח אם הוא תקין או לא. דיווחו של שבב תקין הוא נכון תמיד, אולם הדיווח של שבב פגום עלול להיות שגוי ואי-אפשר לסמוך עליו.

קיימות ארבע תוצאות אפשריות בבדיקה הדדית של שני שבבים:

	מסקנה
	שבב ב' אומר
	שבב א' אומר

	שניהם תקינים או שניהם פגומים
	שבב א' תקין
	שבב ב' תקין

	לפחות אחד פגום
	שבב א' פגום
	שבב ב' תקין

	לפחות אחד פגום
	שבב א' תקין
	שבב ב' פגום

	לפחות אחד פגום
	שבב א' פגום
	שבב ב' פגום


ידוע  כי ישנם יותר מ- n/2 שבבים תקינים. ברצוננו למצוא שבב תקין אחד מבין n השבבים.

נסמן ב-S את קבוצת כל השבבים. להלן אלגוריתם לפתרון הבעיה:

 (1) כל עוד n > 1 בצע: 

     (1.1) אם n אי-זוגי אז בצע:

             (1.1.1) הוצא מ-S את אחד השבבים (לא משנה איזה) ושים אותו בצד.

             (1.1.2) n ( n - 1
     (1.2) חלק את n השבבים ל- n/2 זוגות.

     (1.3) עבור כל אחד מהזוגות בצע:

             (1.3.1) הכנס את זוג השבבים לערכת הבדיקה.

             (1.3.2) אם לפחות אחד משני השבבים אומר שהשבב השני פגום אז הוצא את שני השבבים מ-S.

             (1.3.3) אחרת {כל אחד משני השבבים אומר שהשני תקין} בצע:

                         (1.3.3.1) בחר את אחד משני השבבים (לא משנה איזה) והוצא את השני מ-S.

     (1.4) 
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 {n מקבל את מספר השבבים הנוכחי ב-S}

(2) אם  n = 0  אז החזר את השבב האחרון ששמת בצד.
(3) אחרת אם  n = 1  אז החזר את השבב האחרון שנותר ב-S.

א. מהי האינווריאנטה המתקיימת לפני כל ביצוע של הלולאה בשורה (1) ? 

ב. הוכח את נכונותו המלאה של האלגוריתם.

ג. כמה בדיקות בזוגות יתבצעו במהלך האלגוריתם (במקרה הגרוע) ? 

פתרון

א. נמצאים באחד משלושה מצבים אפשריים:
    1. n זוגי, מספר השבבים התקינים ב-S  שווה ל- n/2 והשבב האחרון ששמנו בצד הוא תקין.
    2. n זוגי ומספר השבבים התקינים ב-S גדול מ- n/2.

    3. n אי-זוגי ומספר השבבים התקינים ב-S גדול מ- n/2.

ב. האלגוריתם עוצר, מפני שלאחר כל השוואה בין שני שבבים מוציאים מ-S לפחות אחד מהם. 
    כלומר, בכל איטרציה של הלולאה מספר השבבים ב-S קטן לפחות פי 2 ולכן הלולאה תסתיים 
    לאחר O(logN) איטרציות.
    נראה שהאלגוריתם נכון חלקית (כלומר, הוא מחזיר שבב תקין). 

    נתון שבהתחלה מספר השבבים התקינים ב-S גדול מ- n/2, ולכן האינווריאנטה מתקיימת לפני  
    האיטרציה הראשונה של הלולאה (נמצאים במצב 2 או במצב 3).

    כמו-כן, אם האינווריאנטה מתקיימת בעת היציאה מהלולאה הראשית, אז מוחזר שבב תקין:
    אם n = 0, אז נמצאים במצב 1 ומוחזר השבב האחרון ששמנו בצד; 
    אם n = 1, אז נמצאים במצב 3 ומוחזר השבב היחיד שב-S.

    אם-כך, נותר להראות שהאינווריאנטה נשמרת לאחר כל איטרציה של הלולאה. 

    נתייחס לשלושת המצבים האפשריים:

   אם נמצאים במצב 1: במקרה של השוואה בין שבב תקין לשבב פגום מוציאים את שני השבבים 
    מ-S, והשוויון בין מספר השבבים התקינים למספר השבבים הפגומים נשמר. 
    במקרה של השוואה בין שני שבבים תקינים מוציאים מ-S שבב תקין אחד. לכאורה האיזון בין 
    השבבים התקינים לפגומים מופר, אולם נשים לב לעובדה הבאה: על כל השוואה בין שני 
    שבבים תקינים חייבת להתבצע השוואה בין שני שבבים פגומים – השוואה שתגרום להוצאת 
    שבב פגום מ-S. לכן האיזון בין השבבים התקינים לפגומים יישמר. כלומר, נשארים במצב 1.
   לצורך ניתוח מצבים 2 ו-3 נשתמש בסימונים הבאים:
    d – ההפרש בין מספר השבבים התקינים למספר השבבים הפגומים לפני ביצוע גוף הלולאה.
    d' – ההפרש בין מספר השבבים התקינים למספר השבבים הפגומים לאחר ביצוע גוף הלולאה.

    אם נמצאים במצב 2: מכיוון ש-n זוגי גם d חייב להיות זוגי. כמו-כן d חיובי (כלומר, d ( 2).

    קל לראות, שמספר ההשוואות בין שני שבבים תקינים גדול בדיוק ב- d/2 ממספר ההשוואות 
    בין שני שבבים פגומים. (הנימוק דומה לזה שבו השתמשנו קודם – לאחר שנבצע  d/2 השוואות
    מהסוג תקין-תקין, מספר ההשוואות מהסוג תקין-תקין יהיה זהה למספר ההשוואות מהסוג 
    פגום-פגום.) מכך נובע ש- d' = d/2 ( 1. כלומר, לאחר האיטרציה נגיע למצב 2 או למצב 3. 
    נשים לב לכך, ש- d' יהיה זוגי אם"ם d מתחלק ב-4 ללא שארית. 
    כלומר, אם d מתחלק ב-4 ללא שארית נשאר במצב 2; אחרת – נעבור למצב 3 .

    אם נמצאים במצב 3: מכיוון ש-n אי-זוגי גם d חייב להיות אי-זוגי. נבחין בין שתי אפשרויות:
    (i) שמים בצד שבב תקין. במקרה זה עוברים בעצם למצב 1 (אם d = 1) או למצב 2 (אם d > 1),   

    וההמשך זהה לתיאור המופיע לעיל.

    (ii) שמים בצד שבב פגום. במקרה זה עוברים למצב 2  וההמשך כמו קודם.
    לסיכום, הראינו שהאינווריאנטה נשמרת לאחר כל איטרציה  של הלולאה. בכך נשלמה הוכחת 
    הנכונות החלקית של האלגוריתם.
ג. 
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