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x0 ,  אם ל כל סב יבהW  של l  קי י מ ת  סביבה   מ נוקבת V*  של x0כך ש :
RRAf →⊂:RRl∈

WxfAVx ∈⇒∩∈ )(*
lxf

xx
=

→
)(lim

0

l

(

(

W

x0
( )

V*

A



) המשך (גבול  של  פונ ק ציה  
. x0 -  לכל ה י ו תר גבול  אחד בf - ב        אזי  ל A נקוד ת הצט ברות ש ל  x0  -תה י                          ו  RAf →:R



Cauchy-Bolzanoהק ר יטר י ו ן ש ל  
 אם ורק אם לכל           x0 - גבול  ס ופ י  בfל         .  - בA נקוד ת הצט ברות ש ל  x0  -תה י                          ו 

: כך שלכל                                   קי יםx0 של   *Vקי י מ ת  ס ביבה  
RAf →:R0>ε

AVyx ∩∈ *,

ε<− |)()(| yfxf

l

(

(

x0
( )

V*

A

ε



Stolzהק ר יטר י ו ן ש ל  

x0
( )

A - {x0}

x1 x2 x3 x4 x5x6

xn

)(lim nxfl =

 אם ורק אם עבור כל  סד רה x0 -  יש  גבול ב fל         .  - בA נקוד ת הצט ברות ש ל  x0  -תה י                          ו 
xnשאבריה ב -  A - {x0}  וה ש ואפ ת  ל x0  , ל סדרהf(xn)קי י ם גבול  .

RAf →:R

Heine  – l  הוא  גבול  של f  בנקודה x0 אם עבור כל ס דרה xn שאבריה ב  A - {x0}  והש ו אפת  ל  x0  
. קי ים                           lxf n →)(



גבול  של  פונ ק ציה  ביח ס ל תת קבו צה
 ה י א נקוד ת  x0  -תה י                כך ש.  A נקוד ת הצט ברות  ס ו פ ית  או  ל א של  x0  -תה י                          ו 

 בנקודה  l הגבו ל  f/B -אם ל , B י חסי ת  ל  x0 - בf ה וא הגבול  של   lנא מר שה מס פר .  Bהצטברות ש ל  
x0  ,ונרש ום :

RAf →:AB ⊂

x0
( )
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B

l

lxf
Bx
xx

=
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→

)(lim
0



) המשך (גבול  של  פונ ק ציה  ביח ס ל תת קבו צה 
אם קי ים                                  אזי עבור כל           . A נקוד ת הצט ברות ש ל  x0  -תה י                          ו 

: היא  נקוד ת הצטב רות  של ה  מ תקי י םx0כך ש 
RAf →:lxf

xx
=

→
)(lim

0
AB ⊂

lxf
Bx
xx

=
∈
→

)(lim
0

! הה יפך אינ ו  נכו ן 



גבול ות צד די י ם

x0

)(lim
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xf
xx −→

גבול  י מ נ י 

גבול  ש מ אלי 
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xAAx

:וא ז,   שנ י  גבול ות  צדד י ים  והם שו ו יםx0 אם ורק אם קיי מ ים ב  x0 - קי ים  גבול ב fל  
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xfxfxf
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פעול ות בגבול ות של  פונ ק צי ות
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פונ ק צי ות רצ י פות
 נקוד ת רצי פ ו ת  x0א ו ש   (x0 רציפה  בנקודה  fנ אמר ש  .  תה י  פ ונ קציה                                ו                 

: כך שx0 קי י מ ת  סב י בה של  f(x0) ש ל  W אם לכל  סב י בה fשל  
RRAf →⊂:Ax ∈0

WAVf ⊂∩ )(

0x

)( 0xfW

V

A
WxfAVf: מ ש ו ם שת מ י ד  מתק י י םx0 רציפה ב  f אז A נקודה  מב ודד ת  של  x0אם  ⊂=∩ )}({)( 0

 אם היא רציפ ה  x0ב ) מ ש מאל ( רציפ ה  מ י מ י ן  fנא מר  ש  . תה י  פ ונ קציה                       ו                 
בנקודה  זאת יח ס י ת  לקבו צה

RAf →:Ax ∈0

]),(( 0xA −∞∩ ),[ 0 +∞∩ xA



) המשך (פונ ק צי ות רצ י פות 
 f אם ורק אם לפונקצ יה  x0 רציפה  בנקודה  fנ אמר ש  . תה י  פ ונ קציה                       ו                         

:כל ו מ ר,   וה וא  שו ו ה  לערך שלה  בנקודה  זוx0יש  גבול  בנקודה  
RAf →:'0 AAx ∩∈

)()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

0x

)( 0xf

)  מש מא ל(  רציפה  מ י מ י ן  f   היא נק וד ת  הצטברות ש ל                                                      אזיx0אם 
.f(x0)ו הוא  ש ו ו ה ל   )  מ ש מאל( אם  ורק אם קיי ם הגבול  מ י מ י ן  , בנקודה  זו

),[]),(( 00 +∞∩−∞∩ xAxA



) המשך (פונ ק צי ות רצ י פות 
. הרכבה של  שת י   פ ונקצי ו ת  רציפ ו ת  י וצרת  פ ו נקציה רציפ ה

.  ה יא קבוצ ה קו מ פק טי תf(A)א זי  , A רציפה  על fו  ,  תה י               קו מ פ קטית  RA⊂

RAf →: .  חסו מ ה  ו מש יגה את ח ס מ יה fאז י  ,  קו מ פקט י ת  ו                       רציפ הAתה י  



Darbouxתכונ ת 

c

)(cf

a b

)(af
)(bf

. I על  Darboux אזי  יש  לה  תכ ונ ת  I רציפה  על רו וח f אם –) Bolzano( מ שפט  
.f(a)<f(c)<f(b) קי ים a<c<bעבור , כלו מר

0)(.0)()( =∃⇒<⋅ zfzyfxf

. אז הי א מ ו נ וט ו ני ת ב מ ו בן הצרע"חח fאם 



רצ יפות במיד ה שו וה 
:             קי יםאם לכל           ק י י ם             כך שלכל                  עבורם            Ayx ∈, 0>ε0>δδ<− || yx

ε<− |)()(| yfxf

δ δ δ

ε<

. הה יפך אינ ו  נכו ן ,    היא גם רציפהש"במ אם פונק ציה רצי פ ה 



Heineמשפט 
.A על  ש"ב מ   רציפה fאז י  .  פ ו נקציה רציפ ה על  קבוצה               ק ו מ פקט י תfתה י   RA⊂
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