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  פולינומים
  

:הגדרה  
1: הביטוי, דה

1 1 0( ) ...n n
n np x a x a x a x a−

−= + + + +

1 0, ,...,n na a a F− ∈

  .פולינום נקרא  שFיהי 
xמשתנה הפולינום .  

  . הם המקדמים של הפולינוםהסקלרים 
  

:סימון
 [ ]F x   .F - עם מקדמים מx את אוסף כל הפולינומים במשתנה נסמן ב

  
:הגדרה  

יהי 
0

( ) [ ]
n i

i
i

p x a x F x
=

= ∈∑deg p

0ka ≠

 היא מספר טבעי המסומנת ב , p(x) של המעלה . פולינום

k מרבי עבורו .  
  

:הגדרה  
 ( ) [ ]p x F x∈1ka   .= אם מתוקן נקרא k ממעלה פולינום

  
:סימון  
 [ ]nF x   .F עם ממקדמים משדה n את אוסף על הפולינומים ממעלה לכל היותר נסמן ב

  
  פעולות עם פולינומים

  
:חיבור  

1יהיו 
0

( )
n i

i
i

p x a
=

= ∑ , x2
0

( )
n i

i
i

p x b
=

= ∑

1 2

xפולינומים .  

p p+"1: י 2
0

( )( ) ( )
n i

i i
i

p p x a b x
=

+ = ] המוגדר הוא פולינום ב   .∑+ ]F xהחיבור  ע

  
:כפל בסקלר  

יהי 
0

( ) [ ]
n i

i
i

p x a x F x
=

= ∈∑Fλ∈הכפל בסקלר .  סקלר  הוא פולינום pλיהי .  פולינום

)המו ) : י"גדר ע
0

( ) ( )
n i

i
i

p x a xλ λ
=

= ∑.  

  
  :משפט

] יחד עם פעולות חיבור וכפל בסקלר הוא אוסף הפולינומים  ]F xמעל שדה מרחב וקטורי F.  
  

  :משפט
יחד עם פעולות חיבור , F עם מקמים משדה n  ממעלה לכל היותראוסף הפולינומים 

  .n+1 ממימד Fוכפל בסקלר הוא מרחב וקטורי מעל 
[ ]nF x

[ ]nF x[ ]F x   . הוא תת מרחב של 
  

  :כפל



:הגדרה  

1יהיו 
0

( )
n i

i
i

p x a
=

= ∑ , x2
0

( )
m i

i
i

p x b
=

= ∑1 2 xפל הכ.  פולינומיםp p⋅[ ]F x

1 2
0

( )( )
n m i

i
i

  הוא פולינום ב 

p: י"המוגדר ע p x c x
+

=
⋅ = ∑

i jb −0 i m

  

כאשר
0

i
i j

j
c a

=
= ∑ ,n≤ ≤ +.  

  
:משפט  

 1 2, [ p[יהיו p F x∈1: אזי,  פולינומים 2 1 2deg( ) deg degp p p p⋅ = +.  
  

:משפט  
,היו י [ ]f g F x∈, [ ]q r F x∈

deg deg

  : כך ש פולינומים אזי קיימים פולינומים יחידים 
f q g r

r g
= ⋅ +

<
deg 0g ≥

  

  .: כאשר
  

  שורשים של פולינומים
  

:הגדרה  
 ( ) [ ]p x F x∈Fλ∈.   של שורש נקרא pם  א )סקלר ,  פולינוםיהי ) 0p λ =

  
):Bezout(משפט בזו   

Fλ∈( ) [ ]p x F x לק ב  מתחp(x) אזי ∋שורש של פולינום  )יהי  )x λ−
[ ]F x :( )p q x

כלומר קיים , 
) כ )q x =λ  .ך ש∋ −

  
:משפט הפוך  

 ( ) [ ]p x F x∈Fλ∈אם .  סקלרp(x)לק ב  מתח ) פולינום ויהי יהי )x λ− אז λ הוא שורש 
  .pשל 

  
  ריבוי של שורש

:דוגמא  
2( ) ( 1) ( 2) [ ]p x x x R x= − + ∈

1
  

λ =
2

  .2שורש מריבוי 
λ =   .1שורש מריבוי −

  
:הגדרה  

 ( ) [ ]p x F x∈1,..., k F λ פולינום ויהיו יהי λ  מתחלק ב p(x)אזי , p(x) שורשים שונים של ∋
( 1)...( )kx xλ λ− −.  

  
:מסקנה  

 ( ) [ ]p x F x∈0≥   . שורשים שוניםn יש לכל היותר p -אז ל, n פולינום ממעלה יהי
  
  
  



  אידאלים
  

:הגדרה  
] קבוצה.  שדהF  : אםאידיאל נקראת  ]I F x⊆

0 I∈ 1 ..  
1לכל . 2 2,f f I∈1 2 f קיים  f I+ ∈

f I[ ]g F x
.  

f  . קיים ∋ל ∋כל  ולכל. 3 g I⋅ ∈
  

:הגדרה  
,...,1יהיו  [ ]nf f F x∈1 1 1{ ... : ,..., [ ]}n n n Iהקבוצה .  פולינומים g f g f g g F x= + + ∈

, n

 נקראת 
f...,1י "האידיאל הנוצר ע f 1סומנת ב,..., n I ומ f f=< >.  

  
:משפט  

]  שדה ויהיFיהי  ]I F x⊆[ ]g F x.   כך ש  אידיאל אז קיים פולינום ∈I g=< >
  

  מחלק משותף מקסימלי
  

:הגדרה  
,...,1היו  [ ]nf f F x∈[ ]g F x י של מחלק משותף מקסימלי הוא ∋ם פולינו,  פולינומים

1,..., nf f

1,..., n

  : אם
1. g מחלק את f f

[ ]h F x
.  

1,..., nf f אזי h מחלק את g.  2 .מחלק את ∋ם אם פולינו 
  

:משפט  
1יהיו  2, [ ]f f F x∈1 2, fקיים  פולינום המgיהי . מים פולינו f g< >=< >

1 2,
. מ.מ. הוא מg אזי 

fל ש f.  
  

  :סימון
1gcd( ,..., )nf f ,...,1של . מ.מ.נסמן את מ nf f ב .  

  
:הערה  

1לכל  2,f f 1 2gcd( , )f f

1 2,
,  את קבוצה של פולינומים שהם אחד כפולה של השני בקבוע שונה ז

f f.  ל מ ש.מ.בתוך הקבוצה הזאת קיים פולינום מתוקן יחיד שהוא מ. 0-מ
  

:משפט  
,...,1היו  [ ]n fי f F x∈ 1אזי,..., [ ]n f.  פולינומים f F x∈1 1,..., gcd( ,..., )n nf f f f< >=< >.  

  
  פריקים-ינומים איפול

  
:הגדרה  
 ( ) [ ]p x F x∈

deg( ) 1p ≥
]

  : אםפריק-אי נקרא פולינום
1 ..  

,נומים לא קיימים פולי. 2  . [f g F x∈ כך ש deg(ו - g ),deg( ) 1f g ≥p f=
  
  



:יםמשפט הפירוק לפולינומים אי פריק  
 ( ) [ ]p x F x∈

( ) [ ]n

פריקים -אזי קיימים פולינומים אי.  לפחות1 פולינום ממעלה יהי

1( ),...,p x p x F∈1 2... n x כך ש p p p p= ,1 אם, ויתרה מזאת... mp q q=

1,..., [ ]mq q F∈
 כאשר 

קיימת תמורה ו, m=nפריקים אז - פולינומים אי xσ על n איברים וקבועים 

1,..., n Fλ λ ∈( )iσ i כך ש  ip qλ= 1 i n≤   ).זהו משפט קיום ויחידות. (≥
  

:מסקנה  
) פריק-אם פולינום אי מחלק את המכפלה  ) [ ]p x F x∈1 ... nf f⋅ ⋅i n≤ ≤

i

 כך ש 1אזי קיי, 
p מחלק את 

ם 
f.  

  
  פולינומים מרוכבים

  
:המשפט היסודי של האלגברה  

 ( ) [ ]p x C x∈Cλ∈   . קיים שורש מרוכב p(x) לפחות אזי ל 1 פולינום מרוכב ממעלה יהי
  

  :משפט
  . הם פולינומים לינארייםC(x)פריקים היחידים ב -הפולינומים האי

  
:מסקנה  

 ( ) [ ]p x C x∈1n ≥1,..., n C λאזי קיימים קבועים .  פולינום ממעלה יהי λ לאו דווקא  (∋
0ף וקבוע נוס) שונים c C≠ (1: ש כך ∋ ( )...(c x( )np x xλ λ−= −.  
  . ניתן לפירוק לגורמים לינארייםC -כל פולינום ב, כלומר

  
  פולינומים ממשיים

  
  :נשים לב

  .לא לכל פולינום ממשי יש שורש ממשי
  

  :משפט
אריים ופולינומים ריבועיים ללא שורשים י הם פולינומים לינR[x] -פריקים ב-הפולינומים האי

  .ממשיים
  

:למה  
 ( ) [ ]p x C x∈Cλ∈  הוא λ אזי גם p(x) שורש של יהי .  פולינום עם מקדמים ממשייםיהי

  .p(x)שורש של 
  

:למה  
2p 1יהיו  2, [ ]p p C x∈1 . C[x] בתוך לק ב  מתחpנניח כי .  פולינומים עם מקדמים ממשיים

2pאזי  1p כבר בתוך R[x].   מתחלק ב 
  

:מסקנה  
 ( ) [ ]p x R x∈1,..., [ ]m R x∈

 :1( ) ( )... ( )m

qאזי קיימים פולינומים מתוק.  לפחות1 פולינום ממעלה יהי q 
cוקבו R כך 

נים 
pש∋ע  x cq x q x= .הוא פולינום ליניארי או  1ולכ 

  .פולינום ריבועי ללא שורשים ממשיים
iל  m≤ ≤iq

  
  



:מסקנה  
 ( ) [ ]p x R x∈( ) 2 1p x n deg, זוגית- פולינום ממעלה אייהי =  קיים שורש  p(x)אזי ל , +

  .ממשי
  

  ערכים עצמיים ולכסון
  

:מטריצה אלכסונית  
3 0 0
0 3 0
0 0 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  
  :הגדרה

Tתהי. F מימדי מעל שדה n מרחב וקטורי Vיהי  Vהעתקה לינארית  .T נקראת 
]בו מטריצת הייצוג  שV של Bאם קיים בסיס ) ניתנת לליכסוןאו (לכסינה   היא מטריצה [
  .אלכסונית

 : V→
BT

  
:הגדרה  

)י  )nxnA M F∈
( )nxnP M F

אם היא דומה למטריצה ) ניתנת לליכסוןאו (לכסינה  נקראת A.  מטריצהתה
 ומטריצה אלכסונית ∋ה קיימת מטריצה הפיכ, כלומר, אלכסונית

) כא )nxn F1D P AP− D M∈ שר=.  
  

  :משפט
 : V→

1{ ,..., }n

Tהעתקה ליניארית V על מרחב וקטורי סוף מימדי V היא לכסינה אם ורק אם קיים 
Bס בסי v v= של V) dimn V= כאשר , 1 עבור כל Tvכך)  i:  ש i ivλ=i n≤ ≤

i Fλ ∈

i iTv v
.  
iλ=iאם , כלומר ואז היא , λ אז כל עמודה במטריצה מכילה ערך אחד שהוא 

  .אלכסונית
  

  :הגדרה
F .T מרחב וקטורי מעל שדה Vיהי  Vסקלר . אריתי העתקה לינ :תהי  V→Fλ∈

v V
 נקרא 

0 אם קיים וקטוT של ערך עצמי ≠ר  ∈v Tv כך ש  λ=.  
  .λ השייך לערך עצמי וקטור עצמיוקטור כזה ייקרא 

  
:מסקנה  

Tאריתיהעתקה לינ V לכסינה אם ורק אם קיים בסיס של V המורכב מוקטורים 
  .Tעצמיים של 

 : V→

  
  וקטורים עצמיים השייכים לאותו ערך עצמי

  
:טענה  

 : V→F Tתהי Vיהי ,  העתקה ליניאריתλ∈אזי הקבוצה ,  ערך עצמי
V v{ :V Tv vλ =V.  λ תת מרחב של  היא{ ∈ =

  
:הגדרה  
  .λ) ערך עצמי(ע "השייך לעמרחב עצמי -תתל נקראת " הנVλהקבוצה 

  



:משפט  
 : V→1,..., k F Tתהי V העתקה ליניארית ויהיו λ λ  . Tע שונים של " ע∋

ע "ע השייכים לע"ו
,...,V1אם  kv v ∈

,..., k1λ λi i( בהתאמה  iTv vλ= ,1,...,=1,..., }kv v i k (אזי הקבוצ{ 
  .V-ל ב"היא בת

ה 

  
  :מסקנה

V הוא מרחב וקטורי nותהי,  מימדיT Vנניח כי ל.  העתקה ליניארית-T nע שונים" ע ,
  . לכסינהTאזי 

 : V→

  ).תנאי זה הוא מספיק לליכסון אבל לא הכרחי(
  

  העתקות ומטריצות לכסינות
  

:טענה  
 : V→[ ]BA T Tתהי Vמטריצת הייצוג של =ותהי ,  העתקה ליניארית T לפי בסיס B של 

V .אזי ל-Tול -Aרה מזאתית. ע" אותם ע ,v V∈ע של " הוא וTע " השייך לעFλ∈
Bv

 אם ורק 
]אם הוקטור    .λע " השייך לעA הוא וקטור עצמי של [

  
  :מסקנה

  .למטריצות דומות אותם ערכים עצמיים
  

:משפט  
 : V→[ ]BA T Tתהי V מטריצת הייצוג של = העתקה ליניארית ותהי T לפי בסיס B של V.  
  . לכסינהA לכסינה אם ורק אם Tאזי 

  
  :מסקנה

  . לכסינהB לכסינה אם ורק אם Aאזי ,  מטריצות דומותA, Bנניח 
  

:הגדרה  
)ה  )nxnP M F אם המטריצה  ת מטריצ אמלכסנת ∋מטריצה הפיכ

  . היא מטריצה אלכסונית

)ה  )nxnA M F∈
1P A− P

  
:משפט  
,תהינה  ( )nxnA P M F∈נניח כי ,  מטריצותPאזי ,  הפיכהP מלכסנת את A אם ורק אם 

  .A הן וקטורים עצמיים של Pהעמודות של 
  

  הפולינום האופייני
  

:משפט  
) י )nxnA M F∈Fλ∈ע של " הוא עAאם ורק א det( (ם  0nI Aλ −  אזי תה  .=

  
:הגדרה  

תהי 
1,1 1,

,1 ,

n

n n n

a a

A
a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  . מטריצה



: המטריצה

na

1,1 1,

,1 ,

n

n

n n

t a a

tI A
a t

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟

− = ⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

  

  .A של המטריצה האופייניתנקראת 
  

:הגדרה  
)י  )nxnA M F∈det( )ntI A  ומסומן A של הפולינום האופייני נקרא −: הביטוי,  מטריצהתה
)  . -ב )AP t
  

:משפט  
)י  )nxnA M F∈( )AP t  הוא פולינום מתוקן ממעלה A של  מטריצה אזי הפולינום האופייניתה

n ב F[t].  
 

  
  :ענהט

  .למטריצות דומות יש אותו פולינום אופייני
  

:הגדרה  
 : V→( )TP t

[ ]BA T
Tתהי V העתקה ליניארית של מרחב וקטורי סוף מימדי V .הפולינום האופייני 
 הוא הפולינום האופייני של מטריצת הייצוג Tשל 

 
  .V כלשהו של Bס  לפי בסיT של =

  
  הפולינום האופייני וליכסון

  
:טענה  

)1ם  ,..., ) ( )n nxnD diag M fאזי,  היא מטריצה אלכסונית : λא λ= ∈

1( ) ( )...( )D nP t t t.  λ λ= − −
  

:מסקנה  
 : V→( )TP t

1( ) ( )...( )T nP t t t
Tאם העתקה V ריים מתפרק לגורמים ליניא לכסינה אזי הפולינום האופייני :

.  λ λ= − −
  .)ל הוא תנאי הכרחי לליכסון אבל לא תנאי מספיק"התנאי הנ(
  

  ריבוי אלגברי וריבוי גאומטרי
  

:הגדרה  
 : V→F Tתהי V העתקה ליניארית של מרחב וקטורי V מעל שדה F . יהיλ∈ע של " עT .

) של הריבוי האלגברי נקרא  כשורש של הפולינום האופייני λהריבוי של  )TP tλ.  
  .λ של הריבוי הגאומטרי נקרא V-המימד של תת המרחב העצמי ב

  
:משפט  

 : V→F Tתהי Vארית של מרחב וקטורי  העתקה ליניV מעל שדה F , ויהיλ∈ע של " עT .
  . אינו עולה על הריבוי האלגבריλאזי הריבוי הגיאומטרי של 

  
  
  
  
  



   והכרחי לליכסוןתנאי מספיק
  

:משפט  
 : V→1n ≥

( )TP tF
Tתהי V העתקה ליניארית של מרחב וקטורי V  אזיממימד  :T לכסינה אם ורק 

ע " מפרק לגורמים ליניאריים ולכל עT של אם הפולינום האופייני  λ∈ של T , הריבוי
  . שווה לריבויו הגיאומטריλהאלגברי של 

  
  סוןאלגוריתם הליכ

  
  :נתון

Tהעתקה ליניארית  V.  : V→
  

  :המטרה
] שבו V של B לנסות ולמצוא בסיס  BT  . אלכסונית[

0

  
  .נקבל מטריצת הייצוג , V של B לפי בסיס כלשהו Tנייצג את  .1

0
[ ]BA T=

( ) ( )T AP t P t  אינו אם. פריקים- לגורמים אי=פייני ופרקו את הפולינום הא .2
: אחרת.  אינה לכסינהT!  עצרו–מתפרק לגורמים ליניאריים 

 כ

 ( )TP t

11( ) ( ) ( ) ...( ) kSS
T A kP t P t t tλ λ= = − iאשר − jλ λ≠ 1 לכל. i j k≤ ≠ ≤

i k 1לכ .3 ≥ל  ≤i V של תת מרחב עצמיBמצא בסיס ,  v  :{ : }V Tv vλ λ= ∈ =
dim |i iB

1

k
i

i

אם קיים . 
1 . אינה לכסינהT!  עצרו-  i k≤ | עבורו ≥

i
S Vλ≥ ≥

B: הגדירו .4 B
=

= ∪

1

1

1

[ ]

0

0

k

S

B

k

S

T

k

λ

λ

λ

 . הוא הבסיס הדרושBאזי , 

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  
  אלגוריתם הליכסון למטריצות

  
:נתון  

)ה  )nxnA M F   .∋מטריצ
  

  :המטרה
1D: ש כך D ומטריצה אלכסונית Pלנסות ולמצוא מטריצה הפיכה  P AP−=.  

  
לא מתפרק לגורמים אם .  ופירוקו לגורמיםמציאת הפולינום האופייני .1

  . אינה לכסינהA –ליניאריים 
 ( )AP t( )AP t



(11: נניח .2 ( ) ...( ) kSS
A kt tλ λ= − iל − k≤ ≤i (P t .נמצא בסיס 1לכ B של תת מרחב 

עצמי 
i

Vλ . אם| |i iB S≤ עבור iם  מסוי– Aלא לכסינה . 

1,..., kB B  . מקבוצות Aע של " הן וPהעמודות של  .3

1 2

...

kB B B

P

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

1

1

1

0

0

k

S

k

S

P AP

k

λ

λ

λ

  

λ

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  
  שילוש של העתקות ליניאריות

  
:הגדרה  
)ה  )nxnA M F i, אם משולשית עליונה היא ∋מטריצ ja iכל   .1ור  עב=0 j n≤ < ≤

* * *
0 * *
0 0 *

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  
:טענה  

)ם  )nxnA M F∈1,..., n Fλ λ ∈ : אזי,  באלכסון משולשית עליונה עם ערכים א

de
1

t
n

i
i

A λ
=

= ∏.  

  
:טענה  

)ם  )nxnA M F∈1,..., n Fλ λ :  באלכסון אזי∋  משולשית עליונה עם ערכים א

1( ) ( )...( )T nP t t tλ λ= − −.  
  

:מסקנה  
)ם  )nxnA M F∈1,..., n Fλ λ ∈  הם Aע של " באלכסון אז הע משולשית עליונה עם ערכים  א

1,..., nλ λ.  
  
  



  
:טענה  

 : V→1{ ,..., }n Tתהי Vה ליניארית של מרחב וקטורי  העתקn מימדי V .הי יB v v=

BTi n≤ ≤

1( ) { ,..., }i iSp v v∈

 בסיס 
]אזי מטריצת הייצוג , Vשל  :  קיים1 היא משולשית עליונה אם ורק אם ל[

T v.  
כל 

:מסקנה  
 : V→1{ ,..., }n Tעל מנת לשלש את Vס  יש למצוא בסיB v vV) dimn V=

1( ) { ,..., }i iSp v v
כך )  של =

Tשל v 1כל  i n≤   .∋:  קיים≥
  

:משפט  
 : V→1n ≥

BT
Tתהי V העתקה ליניארית של מרחב וקטורי מרוכב V אזי קיים בסיס .  ממימד

B של V שבו [   . משולשית עליונה[
 1שדה שבו לכל פולינום ממעלה , כלומר,  סגור אלגבריתFל נכון עבור כל שדה "המשפט הנ(

  ).לפחות קיים שורש
  

:מסקנה  
)י  )nxnA M C∈( )nxnP M C∈

( )nxn C

 ומטריצה כאזי קיימת מטריצה הפי.  מטריצה מרוכבתתה

Tמשולשת עליונ M

ה 

Tכך  ∋ה  P   . דומה למטריצה משולשתAכלומר , =−1AP: ש
  

  הצבה של העתקות ליניאריות ומטריצות בתוך פולינומים
  

:הגדרה  

)י  )nxn Fהי 
0

( ) [ ]
m i

i
i

P t a t F t
=

= ∈∑

0
( )

m i
i nxn

i
a A M F

=
∈∑

...
i

:  היאP(A)ההצבה ,  פולינום וי, מטריצהתה

 .  

A M∈

iAכאשר  A A= ⋅ ⋅0
n A - ו I=.  

  
:הגדרה  

 : V→

0
( ) [ ]

m i
i

i
P t a t F t

=
= ∈∑

0
( )

m i
i

i

Tתהי V העתקה ליניארית של מרחב וקטורי V מעל שדה F , ויהי

 המוגדרת V- לV- היא העתקה ליניארית מP(t)אזי ההצבה . נום פולי

p: י"ע T a
=

= ∑

...
i

T0

T.  

Tכאשר  I iT T=העתקת הזהות על = - ו V.  

  
:הגדרה  

)ם  ) 0P A =   .Pאת מאפסת  A נאמר כי א
  

:טענה  
1 .1 2 1 2( )( ) ( ) ( )P P A P A P A+ = +  



2 .))( )( ) ( (cP A c P A=

1 2 1 2( )( ) ( ) ( )P P A P A P A
  

⋅ = ⋅  3 .
  

:מסקנה  
)ה  )nxnA M F 1 פולינומים 2 ולכל ∋לכל מטריצ 2( ), ( ) [P t P t F t]∈קיים  :

1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )P A P A P A P A⋅ = ⋅.  
  

:טענה  
] אזי לכל פולינום אם  [ ]BA T=( )] ([ ] )B BP T P T Pקיים  :=.  

  
  הצבה של מטריצה אלכסונית ולכסינה

  
:טענה  

)1י  ,..., ) ( )n nxnD diag M f λתה λ= ∈( ) [ ]P t F t∈

1( ) ( ( ),..., ( ))nP D diag P P
:  קיים אזי לכל פולינום 

λ λ=.  
  

:טענה  
)י  )nxnA M F∈( )nxnD M F∈

( )nxn F :1D Q AQ−=( ) [P t F t∈
1( ) ( )P A QP D Q

 ומטריצה הפיכה  נניח כי קיימת מטריצה אלכסוניתה

Q M קייםאזי לכל פולינום .  כך  :

ת 

[ש∋
−=.  
  

:מסקנה  
)ת  )nxnM F ,נניח כי המטריצו ,A D Q∈1:  מקיימות( ,..., )nD diag λ λ=

1D Q A−=

 ,Qהפיכה  ,

אזי לכל פולינום.  Q ( ) [ ]P t F t∈1:  קיים
1( ) ( ( ),..., ( ))nP A Qdiag P P Qλ λ −=.  

  
  משפט קיילי המילטון

  
  :מטרה

 ממעלה קטנה ככל האפשר Pלמצוא פולינום , )Tאו העתקה ליניארית  (Aבהינתן מטריצה 
או(כך ש  :( )P A.(  0= ( ) 0P T =

  
:טענה  

)י  )nxnA M F∈( ) [P t F t :  כך ש ממעלה לכל היותר ∋[אזי קיים פולינום .  מטריצהתה
.  

2n
( )P A = 0

  
:משפט קיילי המילטון  

)י  )nxnA M F ( ) [ ]AP t F t נסמן ב, תה )0:   .אזי, A את הפולינום האופייני של ∋∋ )AP A =
  ).כל מטריצה מאפסת את הפולינום האופייני שלה(
  

  מטריצה צמודה
  

  :הגדרה



)בהינתן  )nxnA M F∈ ,באופן הבא מוגדרתהמטריצה הצמוד  :

[  כאשר )

) ה )adj A

, ,)] ( 1)i j
i j jadj A M+= −,j i iMהיא הדטרמיננטה של המטריצה המתקבלת מ -A 

  . יתi- ית והעמודה הj-י מחיקה של השורה ה"ע
  

:התכונה הבסיסית של המטריצה הצמודה  
  ( ) ( ) detA adj A adj A A A I⋅ = ⋅ = ⋅

  
  משפט קיילי המילטון להעתקות ליניאריות

  
:שפטמ  

 : V→( )TP T = Tתהי V העתקה ליניארית על מרחב וקטורי מרוכב n מימדי V ,0:   .אזי
  

  שימוש במשפט קיילי המילטון
  

:טענה  
)י  )nxnA M F∈0 1,..., nb b F− ∈

11

0

n i
i

i
A b

−−

=
= ∑

 : כך ש מטריצה הפיכה אזי קיימים מקדתה

.  

מים 

A

  
  הפולינום המינימלי

  
:מטרה  

)ה  )nxnA M F T או העתקה ליניארית ∋בהינתן מטריצ V , למצוא פולינום
 א ממעלה חיובית קטנה ככל האפשר כך ש

: V→
( ) [P t F t∈0( ) 0P T ] :( )P A   .=ו =

  
:משפט  

)י  )nxn F :( ) { [ ] : ( ) 0}I A p F t p A= ∈ =  היא אידיאל ב  מטריצה אזי הקבוצהתה
F[t].  

A M∈

  
:הגדרה  

)י  )nxnA M F∈
( )A

י "הפולינום המתוקן ממעלה חיובית מינימלית אשר מתאפס ע.  מטריצהתה
A של הפולינום המינימלי נקרא A ומסומן ב M t.  
  

: נשים לב  
)ל  )F( ) ( )A nxnAלכ M∈ קיים I A M t=< >.  

  
  תכונות של הפולינום המינימלי

  
1 .( ) A( )I A M=< ,) t >( ) (AP t I A∈מתחלק ב :  אזי ( )AP t( )AM t

( )F
.  

nxnAהי ת. 2 M∈ אזי deg ( )AM t n≤.  
  

:טענה  
)ה  )nxnA M F 0kAמקיימת  ∋נניח כי המטריצ  אזי .  שלם חיובי כלשהוk עבור =

 ).מטריצה נילפוטנטית(
0nA =

 



  
  
  
  

  י של מטריצות אלכסוניות ולכסינותלאהפולינום המינימ
  

:טענה  
)1י  ,..., ) ( )n nxnD diag M Fλ λ= ∈

1
( ) ( )...( )

k

תה  .  מטריצה אלכסונית

A i iM t t tλ λ= − −

1
,...,

ki i

  
λ λ1,..., n.   כאשר  הם כל הערכים השונים מביןλ λ

  
:טענה  
,תהיינה  ( )nxnA B M F∈.  זי א, מות מטריצות דו( ) ( )I A I B=

  
:מסקנה  

)ה  )nxnA M F )1 דומה למטריצה אלכסונית ∋נניח כי מטריצ ,..., )nD diag λ λ=

1
( ) ( ) ( )...( )

k

  : אזי

A D iM t M t t t  iλ λ= = − −

1
,...,

ki iλ λ1,..., n.   כאשר  הם כל הערכים השונים מביןλ λ
  

  מציאת הפולינום המינימאלי
  

  :משפט
Fλ∈ ) אזי הפולינום המינימאלי. Aע של " הוא ענניח כי ,  מטריצהבתהי  )AM t

( )t
 - מתחלק ב

) של  הוא שורשλכלומר ,  )AM t.  λ−
  

  :הערה
)ניתן להוכיח כי לכל מטריצה  )nxnA M F∈ , ולפולינום המינימאלי לפולינום האופייני ( )AP t

( )AM t
1

1( ) ( )... ( )kss
A kP t p t p t=1,..., k

  . יש אותם גורמים אי פריקים
p p

1( ) ...i kr r

 כאשר אם   :אזי,  הם גורמים אי פריקים שונים

A kM t p p=
i k

  
1כאשר  1 i ir s≤ ≤ ≤ ≤.  

  
  הפולינום המינימאלי של העתקה ליניארית

  
:משפט  

 : V→F

{

Tתהי Vו סוף מימדי " העתקה ליניארית של מV אזי קבוצת ,  מעל שדה
  :הפולינומים

}( ) ( ) ( ) : ( ) 0I T p t F T p T= ∈ =
[ ]F T

  
 -  .היא אידיאל ב

  
  :הגדרה

 נקרא Tי "הפולינום המתוקן ממעלה חיובית מינימאלית אשר מתאפס ע, ל" כנTתהי 
) ומסומן T של הפולינום המינימאלי )TM t

( ) ( )T

.  
I T M t=< >  



  
  :טענה
]ל ותהי " כנTתהי  ]BA T= מטריצת הייצוג של T לפי בסיס כלשהו B של V , אזי

( ) ( ).  I A I T=
  

:מסקנה  
A,תהיינה   . אותו פולינום מינימאליA - ולT -ל אזי ל" כנ T

  
  :המסקנ

Tאם העתקה ליניארית  Vאזי הפולינום המינימאלי ,  לכסינה : V→( )TM t מתפרק לגורמים 
  .ליניאריים שונים

  
:משפט  

 : V→F

( ) ( )...( )T i kM t t t

Tתהי V העתקה ליניארית של מרחב וקטורי סוף מימדי V נניח כי .  מעל שדה
  : מתפרק לגורמים ליניאריים שוניםTהפולינום המינימאלי של 

i kλ λ λ= − − ≠ λ  
  . לכסינהTאזי 

  
  ורדן'צורת ז

  
:הגדרה  
)ה  )nxnA M F  לכל  אבל  אם דקס מאיננילפוטנטית  נקראת ∋מטריצ

i s.  
s0s =0iA ≠

<
A

  
  :הגדרה
nFF  : מהצורה עם איברים משדה nxn הוא מטריצה מסדר  מעל שדה מסדר  ורדן'בלוק ז

0 1 0

1
0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  
nJ  . :סימון

  
   :טענה

nJn   . היא נילפוטנטית מאינדקס 
  

:טענה  

0 0 1 0

1
0

0 0

k

k
nJ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  



) :אבחנה ) 1nk J n= −ran.  
  

)t :מסקנה ) ( )
n n

n
J JP t M t= =.  

  
 הוא מטריצה מסדר λע " השייך לעn מסדר ורדן'בלוק ז. ∋FFλ שדה ויהי  יהי :הגדרה

nxn  : מהצורה עם איברים משדה 
1 0

1
0

λ
F

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  
) :סימון )nJ λ.  

 
) :טענה ) ( )( ) ( ) ( )

n n

n
J JP t M t tλ λ λ= = −.  

  
   :טענה
)ד של ע היחי"הע ) ( )n nxnJ M Fλ n  .1 וריבוי גיאומטרי רי  עם ריבוי אלגב∋Fλ הוא ∋

  
  :טענה
k  : טבעי קייםלכל 

( )
0

( )
n

k k i
n n

i

k
J J

i
λ λ −

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ i  

:הגדרה  
Gמטריצ.  שדהיהי  M F ה( )nxn F∈ היא מטריצת בלוקים   אם ורדן'מטריצת ז היא

  .ורדן'אלכסונית שבה כל בלוק באלכסון הוא בלוק ז
G

( )1 1( ),..., ( )
kn nG diag J J kλ λ=  

  
:דוגמא  

( )4 2 3 1 1(3), (3), (2), (4), (0)

3 1 0
3 1

0
3 1

0 3

3 1
0 3

2 1 0
0 2 1
0 0 2

4

0 0

G diag J J J J J=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  



  
  :הערות
 .ורדן היא מטריצה משולשית עליונה'מטריצת ז .1
)אם  .2 )1 1( ),..., ( )

kn niag J J kG d λ λ=
1

2( ) ( ) ...( ) knn
G kP t t tλ λ= − −

1,..., k F

 : אזי

  
n עם ריבויים אלגבריים  הם Gע של "ולכן הע nבהתאמה .  λ λ ∈1,..., k

1( ,..., )kA diag B B  :אזי,  מטריצת בלוקים אלכסונית=אם  .3

( )1
( ) ( ),..., ( )

kA B BM t lcm M t M t=  

  )lcm –המכפלה המשותפת המינימאלית .(  
)אם , לכן   )1 1( ),..., ( )

kn niag J J kG d λ λ=

( )1
1( ) ( ) ,..., ( ) knn

G kM t lcm t tλ λ= − −

)ל " )it

  : אזי

  

λ−  G -ורדן הגדול ביותר ב' מופיע בחזקה השווה לגודל בלוק זבביטוי הנ
iλ  . -השייך ל

  :ל"בדוגמא הנ
6 3

4 3

( ) ( 3) ( 2) ( 4)

( ) ( 3) ( 2) ( 4)
G

G

P t t t t t

M t t t t

= − − −

= − − − t
  

  
)  אם:טענה )1 1( ),..., ( )

kn niag J J kG d λ λ=i  λע "ורדן אזי הריבוי הגיאומטרי של ע' מטריצת ז

iλ  . -שוו למספר הבלוקים השייכים ל
  

:הגדרה  
 : V→nF Tתהי V מימדי העתקה ליניארית של מרחב וקטורי  V בסיס .  מעל שדהB 
] אם מטריצת הייצוג T עבור ורדן'בסיס ז נקרא Vשל  BT  .ורדן' היא מטריצת ז[

  .ורדן'כסן הוא בסיס זכל בסיס מל, בפרט
  

  :טענה
k חלקים -לBחלק את לורדן אם ורק אם ניתן ' הוא בסיס זV של Bבסיס . ל" כנTתהי 

1 ... kB B B∪= ∪,..., }
ni

ים ולסדר את הוקטורים בתוך כל אחד מהחלק 
1

{i iB v v , =i iB n=

1,...,
 

k קבועים kולמצוא  F 1 כך שלכל i k≤ ≤

1 1

2 2

1

( )

( )

( )
n ni i

i i i

i i i

i i i

T v v

T v v v

T v v v

λ λ   : קיים∋

1

n

i

i

λ

λ

λ
−

=

= +

= +
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1 0
1

0

k

B

B BB

T

λ

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

[ ]  

  
  ורדן'משפט ז

:משפט  
 : V→n Tתהי V מימדי  העתקה ליניארית על מרחב וקטורי V אזי ל,  מעל- T קיים 

  .Bורדן 'בסיס ז
2B 1Bורדן עבור ' בסיסי זאם , בנוסף - וT אזי המטריצות [ ] - ו[  זהות עד כדי שינוי [

  .סדר הבלוקים באלכסון
1B2BT T

  
:משפט למטריצות  

)י  )nxnA M∈ כלומר קיימת מטריצה , ורדן' דומה למטריצת זA מטריצה מרוכבת אזי תה
ור' ומטריצת זהפיכ )ה  )nxnP M∈nxn )דן  )G M∈- 1G P AP−=   . כך ש
 זהות עד כדי שינוי סדר G - ו אזי  - וורדן 'ומה למטריצות ז דAאם , בנוסף

  .הבלוקים על האלכסון
1G2G1G2

  
   :הערה

  . ורדן קיימת מעל כל שדה סגור אלגברית'צורת ז, למעשה
למשל כי לא ניתן לפרק כל פולינום ממשי , א בהכרח קיימת מעל שדה ורדן ל'צורת ז

  .לגורמים ליניאריים
  

:משפט  
 : V→n

1
1( ) ( ) ...( ) k

Tתהי V מימדי ממשי  העתקה ליניאירת של מרחב V .יני נניח כי הפולינום האופי
  : מתפרק לגורמים ליניארייםTשל 

ss
T kP t t tλ λ= − −  

  ). -בדומה ל, יחידות(+ ורדן ' קיים בסיס זT -אזי ל
  

  ורדן'דוגמאות של שימוש במשפט ז
  

:משפט  
)י  )nxnA M∈ tA  . - דומה לAאזי ,  מטריצה מרוכבתתה

  
  
  
  
  
  



  מרחבי מכפלה פנימית
  

  הגדרה של מרחב מכפלה פנימית ממשי
  

  :הגדרה
f:ה   .נניח כי נתונה פונקצי. ו" מVיהי  VxV R→

( , ) ( ,f u v u v=
f

(:   .נסמן
  : אם קייםV היא מכפלה פנימית על 

.   :( , ) ( , )u v v u= u,לכל : סימטריות .1 v V∈קיים 
1כל ל: ליניאריות .2 2, ,u u v V∈קיים  :, )v1 2 1 2( , ) ( , ) (u u v u v u+ = +

,u v V
. 

) קיים∋λ ולכל ∋לכל : ומוגניותה .3 ,.  :) ( , )u v u vλ λ=
uלכ: חיוביות .4 V ):  . קיים∋ל  , ) 0u u 00 - ו≤ ( , )u u u= ⇔ =

 
  :הגדרה

( )
( )

( )

1

1

1

,...,

,...,

,

n n

n

n

i i
i

a
V

b

a b

α α

β β

α β
=

= ⎫⎪∈ =⎬
= ⎪⎭

=∑
 

  .המכפלה הפנימית הסטנדרטיתל נקראת "פלה הפנימית הנהמכ
  

  אי שוויון קושי שוורץ
  

  :משפט
a,  : קיים מרחב מכפלה פנימית אזי לכל Vיהי  b V∈

( , ) ( , ) ( ,a b a a b b≤ ⋅ )  
:מסקנה  

 1 1,..., , ,...,n nלכל  : קייםα α β β

2 2

1 1

n n

i i i i
i i 1

n

i
α β α

= =

≤∑ ∑ ∑β
=

  

  
  הגדרת מכפלה פנימית מרוכבת

  
  :הגדרה

 היא , נסמן, נניח כי נתונה פונקציה . ו מרוכב" מVיהי 
  : מקיימת אם Vמכפלה פנימית על 

:f VxV → ( , ) ( , )f u v u v=f
f

u,לכל ): Hermit(הרמטיות  .1 v V∈קיים  :( ,.  ) ( , )u v v u=
1כל ל: ליניאריות .2 2, ,u u v V∈קיים  :, )v1 2 1 2( , ) ( , ) (u u v u v u+ = +

,u v V
. 

) קיים∋λ ולכל ∋לכל : הומוגניות .3 ,.  :) ( , )u v u vλ λ=
uלכ: חיוביות .4 V ), ∋ל  u הוא מספר ממשי אי שליל, u. )u u- 0 ( , ) 0u= ⇔ = י ו

  
:מסקנה  

uלכל  v ולכל , V∈λ∈קיים :  
( , ) ( ,u v u vλ λ= )  

  



  של וקטור) אורך(נורמה 
  

  :הגדרה
vר הנורמה של וקטו.  מרחב מכפלה פנימיתVיהי  V∈ ,המסומנת ב- vהיא :  

( ,v v= )v  
  

  :אי שוויון קנטור שוורץ
( , ) ( , ) ( ,

( , )

a b a a b b

a b a b

≤ ⋅

≤ ⋅

)
  

  
  תכונות של נורמה

  
vלכ: לינאריות .1 V v:  קייםλ ולכל סקלר ∋ל  vλ λ= ⋅.  

vלכ: חיוביות .2 V 0v, ∋ל  0 - ו≤ 0v v= ⇔ =. 

u: י שוויון המשולשא .3 v u v+ ≤ +. 
  

  מרחק במרחב מכפלה פנימית
  
  :הגדרה

)xy  :א הו  - ל בין המרחק.  , )d x y המסומן  x,ו יהי, פ" ממVיהי  y V∈

( , )d x y x y= −  
  

:תכונות של מרחק  
x,ל לכ: סימטריות .1 y V∈ ( , ) ( , )d x y d y x   .= מתקיים
):  .- ו מתקייםx,ל לכ: חיוביות .2 , ) 0d x y ≥ ( , ) 0x y d x y= ⇔ = y V∈
x,ל לכ: אי שוויון משולש .3 y V∈קיים d x.  :( , ) ( , ) ( , )y d x z d z y≤ +

  
  מכפלה פנימית

  
0פ" ממV :נירמול  .v V≠ ∈.  

vuנגדיר 
v

  : ואז=

1 1vu v
v v

= = =  

  
  ותאורתוגונאלי

  
  :הגדרה

uוקטורים . פ" ממVיהי  v.   0אם ) יםאורתוגונאלי( ניצבים נקראים( , )u v = , V∈
  

:טענה  
u,  :  אזיVפ " וקטורים ניצבים בממאם  v



u v u+ = − v  
  

:)משפט פיתגורס(טענה   
u,  :אזי, Vפ " וקטורים ניצבים בממאם  v

2 2u v u v+ = + 2  
  

  אורתוגונאלימשלים 
  

  :הגדרה
v קבוצת וקטורים וית, פ" ממVיהי  V Kהי  V⊆ לניצב נאמר כי .  וקטור∋הי - vK אם 

u לכ K ( , )v u ל 0=∈.  
  

v :סימון K⊥.  
  

   :הגדרה
 הוא  - המסומן בK של אורתוגונאליהמשלים ה. Vפ " קבוצת וקטורים בממKתהי 

  :הקבוצה
K ⊥

{ }:K v V v⊥ = ∈ ⊥ K  
  

  אורתוגונאליתכונותיו של המשלים ה
  

:משפט  
0הי ת. פ" ממביהי  K V≠ ⊆

K ⊥

} K K ⊥⊇ ∩

  :אזי,  קבוצת וקטורים
 .V הוא תת מרחב של  .1
ובפרט אם . 0}.2  K{0} .:  תת מרחב אזיK K ⊥∩ =

( )K K⊥ ⊥ ⊇ 3. . 
 

  ות ואורתונורמליותאורתוגונאליקבוצות 
  

   :הגדרה
Kצה   : אםתאורתוגונאלי נקראת קבו. פ" ממVיהי  V⊆

0 K∉
K

1. . 
uל לכ .2 v≠ ∈( , ) 0u v  .= קיים 

  
:הגדרה  

K  : אםאורתונורמלית נקראת קבוצה 
1. K תאורתוגונאלי. 
vלכ .2 K , 1v∋ל  =. 

  
  .ל" בתKאזי , Vפ "ת בממאורתוגונאלי קבוצה K תהי :משפט

  
  םי ואורתונורמליםאורתוגונאלייבסיסים 

  
:ההגדר  

)n  . מיפ " ממVיהי 1)n ≥ מדי 
  ). בסיסBולכן  (תאורתוגונאלי nB אם אורתוגונאליבסיס  וקטורים נקראת  של Bקבוצה 



  ).ואז הוא גם בסיס( אם היא אורתונורמלית בסיס אורתונורמלי נקראת Bקבוצה 
  

  :משפט
 יאורתוגונאל בסיס Kאזי . V קבוצה אורתוגונאלית סופית במרחב מכפלה פנימית Kתהי 

 לכ, כלומר.  מקסימאלית לפי הכלהת היא קבוצה אורתוגונאליKאם ורק אם 
הקבוצ

vל  V K∈ −
{ K'{ה  K v=   .ת היא לא אורתוגונאלי∪

 
:מסקנה  
1n  . קיים בסיס אורתוגונאלי ולכן גם בסיס אורתונורמלי ממימד Vפ "לכל ממ ≥

  
  תכונות של בסיס אורתונורמלי

  
:משפט  

 { ,...,1{יהי nB v v=

 :
1
( , )

n

i i
i

v v
=

= ∑

( ) ( )(

  :אזי, Vפ " בסיס אורתונורמלי של ממ

uלכ .1 V u u.  קיים∋ל

u,לכל  .2 w V∈קיים  :)
1

, ,
n

i i
i

u w u v w v
=

= ∑ ,. 

uלכ .3 V 2:  קיים∋ל 

1
,

n

i
i

u u
=

= ∑ v. 

  
  היטל אורתוגונאלי

  
  :משפט

  .V תת מרחב סוף מימדי במרחב מכפלה פנימית Uיהי 
v  :אזי,  וקטוריהי  V U∈ −

u U 0ור קיים וקט .1 0v - כך ש∋ u U− ⊥

0( )u
U

. 
ד  .ל הוא יחי"וקטור כנ .2
0כל ל .3 1u u≠ 0:  קיים∋ 1v u v u− < −. 

  
  :הגדרה

uוקט. Vפ " תת מרחב סוף מימדי של ממUי יה U 0ור    של ההיטל האורתוגונאלי נקרא ∋
 אUעל 

v

0v u U −ם  ⊥.  
0: והוא מקיים, והוא יחיד,  קייםרתוגונאלילפי המשפט ההיטל האו 1v u v u− < −

0 1≠ ∈0uv
 לכל 

u u) מבין הוקטורים של  - הוא הווקטור הקרוב ביותר ל, כלומר U.(  U
  

:חישוב ההיטל  
v V.  ∈

U -תת מרחב סוף מימדי .  
}נבחר בסיס אורתונורמלי  }1,..., kB w w=

w

  :ואז, U של 
  :י הנוסחא הבאה"ההיטל נתון ע

0
1
( , )

k

i i
i

u v w
=

= ∑  

  



:הערה  
vv∋ם  vא Uעל י ההיטל של  אז U עצמו הוא .  

  
  משפט הפירוק האורתוגונאלי

  
  :משפט

  . מרחב מכפלה פנימית סול מימדיVיהי 
  .Vתת מרחב של Uיהי 

U- את המשלים האורתוגונאלי לU -נסמן ב v( ,אזי:  ⊥{ }:V v U⊥ = ∈ ⊥

U ⊥= ⊕

U U⊥ ⊥ =

 U) כלומר ,

1. V U. 
2. ( ). 

  
  :מסקנה

dimU: אזיk  .,  מימדי Vפ " מימדי של ממב  הוא תת מרחUאם  n k⊥ = − n
  

  הטלה אורתוגונלית
  

   :הגדרה
: קיים, אזי לפי המשפט הקודם. V תת מרחב סוף מימדי של מרחב מכפלה פנימית Uיהי 

V U U ⊥= vל לכ, לכן. ⊕ V∈ קיימים ,w U u U⊥∈ ∈ :w= +
 :UP V V→

, ,v u w :( )UP v u

v יחידים כך ש u.  
ת  : באופן הבאהטלה אורתוגונאלינגדיר 

  .=יאז, ל" כנאם 
  

נקבע בסיס אורתונורמל:  באופן הבאניתן להגדיר הטלה  UP{ ,...,1{י  kB w w=

( )
1

( ) ,
k

U i
i

P v v w w
=

= ∑

  : ואזU - ל

i  

  
:הערה  

UP .,  הטלה אורתוגונאליתאם 
2

U UP P= : אזי
 

  )Shmidt-Gram(שמידט -תהליך גרם
  

:מטרה  
}נתון בסיס  }1,..., kB v v=*  על Bלבנות בסיס אורתונורמלי , Vפ " בממU של תת מרחב 

U בהסתמך על וקטורי בסיס B.  
  

:משפט  
 { ,...,1{יהי nB v v=

{
אז קיים בסיס אורתונורמלי , V בסיס סדור של מרחב מכפלה פנימית 

*{דור ס * *
1 ,..., nB u u1 k n ≥כל כך של, = }: קיים≥  } { }* *

1 1,..., ,Sp v v Sp u= ...,k ku.  
  

  :הערה
  .U של תת מרחב Bניתן להפעיל את תהליך גרם שמידט גם על בסיס 

  
  



  :טענה
  .פ" ממVיהי 

v,יהיו  .1 w V∈ .ם א( ) ( ), ,v u w u= לכל u V∈ אזי . v w=
, :S T V V→, V∈ uאם לכל , )לאו דווקא ליניאריות( העתקות תהיינה  .2 vקיים  :
( ) ( ), ,u Tvu Sv Sזי = T  .= א

u,אם לכל  .3 v V∈קיים  :( ), 0Su v =0S =  . אזי 
  

  העתקות במרחב מכפלה פנימית
  

  :אחת המטרות
  .להוכיח כי כל מטריצה סימטרית ממשית לכסינה

  .מרחב מכפלה פנימית העתקה ליניארית שפועלת ב↔מטריצה סימטרית 
  

  הגדרת העתקה צמודה
:משפט  

 : V→1n ≥
V→ :( )*, ,v u T v=,u v V∈

Tתהי Vפ " העתקה ליניארית של ממV אזי.  ממימד:  
) אזר מקקיימת העתק .1 *ה  . לכל( :T VיימתTu 
 .ל יחידה"ההעתקה הנ .2
 .ל היא העתקה ליניארית"ההעתקה הנ .3

  
:הגדרה  

 : V→1n ≥* : V→ Tתהי Vההעתקה הליניארית היחיד, פ ממימד "ל בממ" הT V 
המ

ה 
)קיימת  ) ( )*, ,Tu v u T v= לה הצמודהההעתק נקראת - T.  

  
  :הערה

*  : באופן הבאTניתן להגדיר העתקה צמודה 

}נקבע בסיס אורתונורמלי  }1,..., kB w w=v V∈

( )*

1

,
n

i i
i

T v v Tw w
=

= ∑

ל   : ואז לכV של 

  

  
  :תזכורת

Adjoint (.  *A(מטריצה צמודה 
* tA A=) המקרה המרוכב(  
* tA A=) המקרה הממשי(  

]ולכן ].   :( )** [ ]E ET T=
  

:הערה  
UP:הי  V V→*

U UP P=UP  אזי   . צמודה לעצמה, כלומר, U ההטלה האורתוגונאלית על ת
  

  תכונות של ההעתקה הצמודה
  

:משפט  
1. ( )**T T= 



2. ( )* * *S T S T+ = +

( )
 

3. * *T Tα α=
* *,0 0I I

 

4. = =

( )* * *S T T S⋅ =

 
5.  

6. ( ) ( )1 ** 1T T
− −= 

  
:משפט  

 : V→1n ≥ Tתהי Vפ " העתקה ליניארית של ממV ויהי ,  ממימדB בסיס אורתונורמלי 
  : אזיVשל 

1. ( )**[ ] [ ]B BT T=

V→ :( )*[ ]B BS T=*S T=

*

*[ ] [ ]B B

T T

T T

↔
↓ ↓

↔

 

] מקייל"אם ה .2 S:  .  אז[ Vי מת
  

  ייצוג לפי בסיס אורתונורמלי

  
  העתקות צמודות לעצמן

  
:הגדרה  

 : V→* = Tהעתקה ליניארית Vצמודה לעצמהת  נקרא T T.   אם
  

:משפט  
 : V→1≥ Tתהי Vפ " העתקה ליניארית בממV ממימד  .T צמודה לעצמה אם ורק אם 

בכל בסיס אורתונורמלי 
n

B של V[ ]מטריצת הייצוג , כלומר, [  צמודה [
  .לעצמה

]*:  קיים ]B BT T=BT

  
:למה  

 : V→∈
, 0Tu u =0

Tתהי Vפ סוף מימדי " העתקה צמודה לעצמה של ממV .נניח כי לכu Vקיים  :
( T אזי (

ל 
=.  

  
:טענה  

 : V→
 :

Tתהי Vפ מרוכב "ל של ממ" הV.  
uנניח כי לכל  V ∈קיים( ), 0Tu u T אזי = 0=.  

  
  .ל אינה נכונה במקרה הממשי" הטענה הנ:הערה

  
:משפט  

 : V→
u V

Tתהי V העתקה ליניארית במרחב מכפלה פנימית Vאזי .  סוף מימדי מרוכבT 
) מתקיים ∋ל צמודה לעצמה אם ורק אם לכ ),Tu u

( )Im , 0Tu u =

כלומר ,  הוא מספר ממשי

.  
  

  
  



  העתקות אוניטריות
  

  :הגדרה
Tהעתקה ליניארית. פ סוף מימדי" ממVיהי  V אם אוניטרית נקראת 

TT , כאשר
 : V→

* *T T I= =I היא העתקת הזהות על V.  
  

:משפט  
 : V→

* *T T I
Tתהי Vפ סוף מימדי "ל של ממ" טVאזי התנאים הבאים שקולים :  

1. Tכלומר ,  אוניטריתTT = =. 
u, מלכל  .2 v V∈ תקיים( ) ( ), ,Tu Tv u v=

∈

) Tמשמרת מכפלה פנימית .( 

uלכ .3 V ל  מתקייםTu u=) Tמשמרת נורמה .( 
 

  יותמטריצות אוניטר
  

:הגדרה  
* tA A= )ה  )nxnA M∈ :* *

n AAם אם מתקייאוניטרית נקראת  A A I=   .מטריצ כאשר =
  

:הגדרה  
)ה  )nxnA M∈t t

n AAם  אם מתקייאורתוגונאלית נקראת מטריצ A A I= =.  
  

:משפט  
 : V→ Tתהי Vפ סוף מימדי "ל של ממ" טV.  

] מטריצת הייצוג V של Bאזי לכל בסיס אורתונורמלי ,  אוניטריתTאם  .1  היא [
 .אוניטרית

BT

] ומטריצת הייצוג V בסיס אורתונורמלי של Bאם  .2  Tאזי ,  היא אוניטרית[
 .אוניטרית

BT

  
:משפט  

)י תה .1 )nxnA M∈) ( )nxnA M∈ ( מטריצה אוניטרית)אזי השורות ) אורתוגונאלית
nn .ל גם לעמודות"וכנ, ) ( הן בסיס אורתונורמלי של Aשל 

 אוניטרית nnA אזי ) ( הן בסיס אורתונורמלי של  Aאם השורות של  .2
 .ל לגבי העמודות"כנ, )אורתוגונאלית(

  
  הערכים העצמיים של העתקות במרחבי מכפלה פנימית

  
:משפט  

 : V→ Tתהי Vפ סוף מימדי " העתקה צמודה לעצמה של ממV . יהיλע של " עT , אזיλ 
  .הוא ממשי

  
:משפט  

 : V→
( )TP t

1 1( ) ( )...( ) ,...,T nP t t t

Tתהי Vפ סוף מימדי " העתקה צמודה לעצמה של ממV . אזי הפולינום האופייני
  :כלומר, רק לגורמים ליניאריים מעל  מתפ

nλ λ λ λ= − − ∈  
  

  :מסקנה
 .ע של מטריצה צמודה לעצמה הוא ממשי"כל ע .1



רק לגורמים מתפ) מרוכבת או ממשית(הפולינום האופייני של מטריצה צמודה לעצמה  .2
 .ליניאריים ממשיים

  
  ע של העתקות אוניטריות"הע

  
:טמשפ  

 : V→ Tתהי Vפ סוף מימדי " העתקה אוניטרית של ממV . יהיλע של " עT , 1אזיλ = ,

} ממשי Vולכן בפרט אם  }1λ∈ ±.  
  

  :הערה
  .ולכן לא כל העתקה אורתוגונאלית לכסינה, לא לכל העתקה אורתוגונאלית יש ערך עצמי

  
  לכסון אוניטרי

  
:הגדרה  

Tל"ט V אם קיים בסיס אורתונורמלי לכסינה אוניטרית  : V→B של V שבו [ ] 
  .אלכסונית

BT

  
:הגדרה  
)ה  )nxnA M )∋מטריצ )nxnQ M∈

1 *Q AQ Q A− =

:  כך ש אם קיימת מטריצה אוניטרילכסינה אוניטרית 
  . היא מטריצה אלכסונית

ת 
Q
  

  :מההגדרה נובע
1. Aרית אם ורק אם קיים בסיס אורתונורמלי  לכסינה אוניטB המורכב  של 

מוקטורים עצמיים של 
n

A. 
2. T לכסינה אוניטרית אם ורק אם קיים בסיס אורתונורמלי Bשל  V שבו מטריצת 

]הייצוג  BT . היא אלכסונית[
  

  קשר בין העתקות למטריצות
  

:משפט  
Tתהי .1 Vפ סוף מימדי " העתקה ליניארית בממV , ויהי  : V→Bלי  בסיס אורתונורמ

] לכסינה אוניטרית אזי גם מטריצת הייצוג Tאם . Vשל  B . לכסינה אוניטרית[

, ,
T

Bיהיו  .2 T VBT ]אם מטריצת הייצוג . ל" כנ  לכסינה T לכסינה אוניטרית אזי גם [
 .אוניטרית

  
:למה  
1יהיו  .1 2,B B

1

 מטריצת Qתהי . Vפ סוף מימדי " בסיסים אורתונורמליים של ממ
Q . אוניטרית אזי ,2B - לB -המעבר מ

1 Qותהי . Vמימדי -פ " בסיס אורתונורמלי של ממBיהי  .2 M מטריצה 
 .אוניטרית

nnxn∈

Q 2B אל בסיס חדש 1B -יצת המעבר מ כעל מטרנסתכל על  2B הוא בסיס  אזי גם 
  .אורתונורמלי

  
  :המטרה

  .מטריצות לכסינות אוניטריות/לאפיין העתקות



  
  :תנאי הכרחי

  . מתפרק לגורמים ליניארייםTלינום האופייני של אזי הפו) אוניטרית( לכסינה Tאם 
  

  :תנאי הכרחי שני
:משפט  

 : V→* *T T Tתהי Vאזי קיים,  לכסינה אוניטרית :TT =.  
  .מתקיים עבור העתקות צמודות לעצמן והעתקות אוניטריות

  
:הגדרה  

 : V→
* *T T=

Tהעתקה ליניארית Vפ סוף מימדי " של ממV אם קייםנורמאלית נקראת  :
TT.  

  
:הגדרה מקבילה למטריצות  

* tA A= )ה  )nxnA M∈* *A A AA אם קיים נורמאלית נקראת    ).מטריצ (=
  

  :נשים לב
  .מטריצה נורמאלית/מטריצה צמודה לעצמה או אוניטרית היא העתקה/העתקה

  
:משפט  

 : V→( )TP t Tתהי Vפ סוף מימדי " העתקה נורמאלית בממV . נניח כי הפולינום האופייני 
  . לכסינה אוניטריתTאזי , מתפרק לגורמים ליניאריים

  
  :מסקנה

 .ת צמודה לעצמה לכסינה אוניטריתירכל העתקה ליניא .1
ל צמודה לעצמה מתפרק לגורמים "הוכחנו כי הפולינום האופייני על ה: הסבר(

  ).ליניאריים
 .י קיום ליכסון אוניטר⇔נורמאליות : במקרה המרוכב .2

  
:למה  

 : V→
( )TP t

*

Tתהי Vפ סוף מימדי " העתקה ליניארית בממV.  
  . מתפרק לגורמים ליניארייםנניח כי 

]ייצוג  שבו מטריצת הV של Bאזי קיים בסיס אורתונורמלי  *  . היא משולשית עליונה[
BT

  
:למה  

 : V→ Tתהי Vיהי ,  העתקה נורמאילתB בסיס אורתונורמלי של V אזי מטריצת הייצוג 
[ BT  . היא מטריצה נורמאלית[

  
:למה  

)י  )nxnA M∈   . אלכסוניתAאזי ,  מטריצה משולשית עליונה נורמאליתתה
  

:משפט מקביל למטריצות  
)י  )nxnA M∈* *AA A A   ).=, כלומר( מטריצה נורמאלית תה

אזי .  מתפרק לגורמים ליניארייםנניח כי הפולינום האופייני  ( )AP tAלכסינה אוניטרית .  
  
  

  



  מציאת בסיס אורתונורמלי מלכסן
  

:משפט  
 : V→1 2 Tתהי Vיהיו ,  העתקה נורמאליתλ λ≠ע של " עT ,ע מתאימים" ו ,

( ).  
1ויהיו  2,v v V∈

1 2, 0v v = אזי 
 

  אלגוריתם ללכסון אוניטרי
  ).Aמטריצה  (Tהעתקה ליניארית : נתון

) ).מצא את הפולינום האופייני  .1 )TP t) ( )AP t
( )AP t

( ) ( )1

1( ) ... ks s
T kP t t t

)  .לגורמים ליניאריים)  פרק את .2 )TP t)

i jλ λ λ= − − ≠

( )AP t
λ  

) (T,  עצור–אינו מתפרק לגורמים ליניאריים )  אם  )TP t)A ( אינה לכסינה
  .אוניטרית

1עבו .3 iר  k≤ ≤

{ } {( ): :
i ii iV Tv v V v V Av vλ λλ λ= ∈ = = ∈ =

 :נסמן, 
}V v  

  ).שמידט-למשל לפי גרם (V לתת מרחב iBמצא בסיס אורתונורמלי   
iλ

1

k

i
i

B B
=

: נסמן .4 - בסיס אורתונורמלי וBואז , ∪=

1

1

1

[ ]

0

0

k

S

B

k

S

T

k

λ

λ

λ

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 היא מטריצה Qואז , Q כעמודות של מטריצה Bלמטריצות נרשום את וקטורי (
   -אוניטרית ו

1

1

1

1 *

0

0

k

S

k

S

Q Q AQ

k

λ

λ

λ
Q A

λ

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

(  

  
:סיכום ביניים  

: V→T Vהעתקה נורמאלית .  



( ) (1

1( ) ... k)s s
T kP t t tλ λ= − −

i

  
iλ 1ע " את התת מרחב העצמי של עVλ -נסמן ב i k≤ ≤

1
...

k
V

.  
  :אזי

1. V Vλ λ= ⊕ ⊕

i j k

. 
1ל .2 ≥כל  ≠ ≤

i j
V קיים  Vλ λ⊥.  

  
  יהמשפט הספקטראל

  
:משפט  

 : V→n1n ≥
( )TP t

( ) (1

1( ) ... k

Tתהי Vמימדי פ " העתקה נורמאלית של ממ V ,.  
  : מתפרק לגורמים ליניארייםנניח כי הפולינום האופייני 

)s s
T kP t t tλ λ= − −

i k≤ ≤
i

  
iλ  .ע " התת מרחב העצמי השייך לעVλ יהי 1לכל 

Vלית על נורמהטלה האורת ה תה1לכל  i k:iP V V→
i

≤   : אזיλי ≥

1. 1 1 ... k kPT Pλ λ= + +

1 ... kP P
. 

2. I+ + =
i j k

. 
1ל .3 ≥כל  ≠ ≤0i jP P ⋅ קיים  =. 

 
  )ממשיות(העתקות אורתוגונאליות 

  
  :משפט

Tתהי.  ממימד פ ממשי" ממVיהי  V1  :אז קיים פירוק,  העתקה אורתוגונאליתn ≥ : V→
1 ... kV= ⊕ ⊕

12iV
V V  

dim או כאשר  dim iV == ,V הוא T-כל ()אינוראינטי (מורשT V (ו- 
1 עב

iiV i⊆

i j k
ומר 

i jV V⊥ ור.  ≤ ≠ ≤
  

:מסקנה  
 1 ... kV= ⊕ ⊕i Vיהי Vנבחר בסיס אורתונורמלי . ל" כנBונסמן, 1 - בכל אחד מ:  iV ,i k≤ ≤

1

k

i
i

B B
=

=∪  

   -ו, V הוא בסיס אורתונורמלי של Bאזי 
1

2

0

0

B

k

M

M
T

M

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )
i ixm

[ ]  

iכאשר  mM M∈dimi i  ,m V=) ⇐ 1im 2im  ). או = =

[ ]
i ii VM T=ii   .היא מטריצה אורתוגונאלית) BB - בבסיס V על Tהייצוג של הצימצום של  (ו

  
:סיכום  

2 ם 2 ( )xA M∈   :אז,  אורתוגונאליתא



det ואז  .1 1A = −Aו - A1,1ע " היא מטריצת הייצוג של שיקוף עם ע . לכסינה−
2. de , ואז t 1A =A מטריצת הייצוג של הסיבוב בזוית ϕו.  נגד כיוון השעון- A לא 

,0לכסינה אלא אם כן  1, 2A kϕ π= ± ± =. 
  

  תבניות ביליניאריות וריבועיות
  

  תבניות ביליניאריות
  

  :הגדרה
פונקצי. ו מעל שדה " מVיהי  F ה:f V V F× →

( )
  : אםתבנית ביליניארית נקראת 

1 לכל .1 2, ,v v u V∈קיים  :( ) ( )1 2 1 2, , ,f v v u f v u f v u+ = +

V∈F

ות יליניאר .
):  קיים∋λ בארגומנט ראשון ) ( ), ,f v u f v uλ λ=

( )
vלכל  .2 . u ולכל ,

1לכל  .3 2, ,v u u V∈קיים  :( ) ( )1 2 1, , 2,f v u u f v u f v u+ = +

V∈F

ות יליניאר .
):  קיים∋λ שניבארגומנט  ) ( ), ,f v u f v uλ λ= vלכל  .4 u ולכל ,. 

  
  :הערה

  :הבדלים בין תבנית ביליניארית לבין מכפלה פנימית
  :בנוסף דורשיםבמכפלה פנימית 

 .סימטריות .1
 .חיוביות .2

  
  המטריצה של תבניות ביליניאריות

  
:הגדרה  

 :f V V F× →{ ,...,1{ יהי, V תבנית ביליניארית על מרחב וקטורי סוף מימדי תהי nB v v=

( )F

 
  .Vבסיס סדור של 

nמטריצה  nA M ×∈) dimV n=בבסיס נקראת מטריצת הייצוג של )   : אם fB

( ), [ ]i j ij ijf v v A a= =  
  

   :סימון
[ ]Bf.   - לפי  מטריצת הייצוג של fB

  
:טענה  

)י  )n nA M F×∈:f V V F× →

{
ת  בבסיס  מטריצת הייצוג של תבנית ביליניארי תה

}1,..., nB v v=
,u v V∈

( ) ( ), [ ] [t
B B

.  
  : קייםאזי לכל 

]f u v u A v= 
 

  יאריות סימטריותתבניות בילינ
  

:הגדרה  
 :f V V F ×תבנית ביליניארית )תסימטרי נקראת  אם → ) ( ), ,f u v f v u=,u v V∈   . לכל 

  
  



:משפט  
 :f V V F× →1n ≥F

f

.  מעל שדה  ממימד V תבנית ביליניארית על מרחב וקטורי תהי
  :אזי

]  מטריצת הייצוגV של B סימטרית אזי לכל בסיס אם  .1 ]  Bfגם היא סימטרית  .
]כלומר ]  :[ ]t

B Bf f=. 
]מטריצת הייצוג , V של Bאם בבסיס  .2 ]Bf סימטרית היא סימטרית אזי גם . f

  
  תבניות ריבועיות

  
:הגדרה  

 :f V V F× →F
:q V F→

פונקציה .  מעל שדה V הפועלת על מרחב וקטורי  תבנית ביליניאריתתהי
)י " המוגדרת ע )( ) ,q v f v v=f   . - הקשורה להתבנית הריבועית נקראת 

  
  :תזכורת

  של המציין נקרא 1 עבורומספר שלם חיובי קטן ביותר ,  שדהיהי 

  .ומסומן ב

F... 1 0
n

+ + =F

( )char F
n( ) 0char F

n 

- 
  .=ר  כזה לא קיים אז נגדיאם 

  
:נניח בהמשך  

2charF F מקיים המציין של שדה   .≠
  

  :טענה
 אחת  מתאימה תבנית ביליניארית סימטרילכל תבנית ריבועית 

  .לכל היותר
:q V F→:f V V F× → ת 

  
:טענה  

 : F→:f V V F× →

( ) ( ,q v f v v=v V
qתהי Vכך אזי קיימת תבנית ביליניארית סימטרי,  תבנית ריבועית 
 לכש

ת 
  .∋ל (: 

  
  :מסקנה

  .ע ועל בין תבניות ביליניאריות סימטריות לבין תבניות ריבועיות"קיימת התאמה חח
  

:הגדרה  
 : F→1≥

{
qתהי V תבנית ריבועית הפועלת על מרחב וקטורי V ממימד n . יהי
}1,..., nB v v=V F f: -נסמן ב. V בסיס סדור של  V ×  את התבנית הביליניארית →

) היחידה עבורה הסימטרית ) ( )q v f= ,v v לכל v V∈ . לפי בסיס  של מטריצת הייצוגאזי q
Bהמסומנת ב - [ ] היא מטריצת הייצוג [ ] BqBf.  

[ ] [ ]B Bq f=  
  

:מסקנה  
 :q V F→ ] המטריצה V של B ולכל בסיס לכל , כלומר,  היא סימטרית[

( ).  
Bq

[ ] [ ]t
B Bq q=

  



  תזכורת על מטריצת המעבר
  

:הגדרה  
{ }1 1,..., nB v v= ,{ }1,...,n nB u u=ו " בסיסים של מV.  

2B 1Bמטריצת המעבר  אל בסיס   :י" מוגדרת עM מבסיס 

1

| |
[ ] [ ]

| |
B n B

n n

M u u

×

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  
:עברשימוש במטריצת המ  

vם  V∈

1 2
[ ]B Bv M v=

  : אזי קייםא
[ ]  

  
  שינוי בסיס

  
:משפט  

 :f V V F× →1≥
',
יהיו . n ממימד V תבנית ביליניארית הפועלת על מרחב וקטורי תהי

B B( )n n Mתהי . V בסיסים סדורים של  M F×∈ מטריצת המעבר בין Bל - 'B . אזי
  :קיים

' [ ]t
B B[ ]f M f= M  

  
:משפט  

 : F→n1n ≥', qתהי Vמימדי ו " מ תבנית ריבועית הפועלת על V , . יהיוB B
- ( )n n

 בסיסים 
M בנסמן, Vסדורים של  M F×∈ את מטריצת המעבר מ Bל - 'B ,אזי קיים:  

' [ ]t
B Bq M q=[ ]  M

:בהעתקות ליניאריות  
B.  :T' אל B - מטריצת המעבר מV .M בסיסים של  V , V→, 'B B

1
' [ ]B BT M T−=

BTBT
[ ]  M

]ולכן  ] - דומה ל[ ].  '

  
  מטריצות חופפות

  
:הגדרה  
,מטריצות  ( )n nA B M F×∈ ה   :כך ש  אם קיימת מטריצה הפיכחופפות נקראות( )n nQ M F×∈

tB Q AQ=  
  

  :משפט
  .יחס החפיפה הוא יחס שקילות

  
  :מסקנה

  .יחס החפיפה מגדיר את החלוקה של המטריצות למחלקות שקילות
  

:משפט  
A,מטריצות   . חפיפות אם ורק אם הן מייצגות אותה תבנית ביליניארית B



  
:טענה  

.   :( ) ( )rank A rank B= A,אם  Bחפיפות אזי 
  

:הגדרה  
 :f V V F× →1n ≥f

( )rank F
 הדרגה של .  ממימד Vו " תבנית ביליניארית הפועלת על מתהי

  .V של fB - לפי בסיס כלשהו  היא הדרגה של מטריצת הייצוג של המסומנת ב
  .הגדרה דומה גם לתבנית ריבועית

  
  לכסון של תבניות

  
  :המטרה

f:בהינתן תבנית ביליניארית  V V F×  בו מטריצת הייצוג V של B  לנסות למצוא בסיס→
[ ]Bfהיא מטריצה אלכסונית .  

  
  :טענה

f:אם תבנית ביליניארית  V V F× →f   . סימטרית לכסינה אז 
  

:משפט  
 :f V V F× →1n ≥

( )Char F ≠f
נניח כי .  ממימד Vו " תבנית ביליניארית סימטרית הפועלת על מתהי

סדוכלומר קיים בסיס ,  לכסינהאזי ,  }ר 2 }1,B v ..., nv=

B

 שבו מטריצת V של 
]הייצוג  ]fהיא אלכסונית .  

  
  : מקביל לתבניות ריבועיותמשפט

qתהי , ל" כנVיהי  V כלומר קיים בסיס סדור ,  לכסינה תבנית ריבועית אזי : F→qB של 
V שבו [ Bq  . היא מטריצה אלכסונית[
  

  :משפט למטריצות
)י תה,  )n nA M F×∈ )ם F שדה עיהי  )Char F  חופפת Aאזי ,  מטריצה סימטרית≠2

)כה כלומר קיימת מטריצה הפי, למטריצה אלכסונית )n nM M F×∈
tD M=

 כך שהמטריצה 
AM  . היא אלכסונית

  
  :משפט

אזי קיים בסיס ,  תבנית ריבועיתתהי,  מעל ו ממימד " מVיהי  1n ≥:q V F→*  B של 
V שבו מטריצת הייצוג [ כאשר מספר , 1 או 0 היא אלכסונית שבה אברי האלכסון הם [
  . באלכסון שווה לדרגה של 1-ה

*B

q
q

  
  :מסקנה

)כל מטריצה מרוכבת סימטרית  )n nA M   : חופפת למטריצה יחידה אלכסונית מהצורה∋×



1
0

1

0

0 0

rD

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )r rank A=

  

  .כאשר 
  

  :משפט
≤n1  .מעל שדה ) n( מימדי ו " מVיהי 

: F→* qתהי  V תבנית ריבועית על V , אזי קיים בסיסB של V שבו מטריצת הייצוג [ ] 
,0 אלכסונית עם היא

*B
q

1, 1− +1−
q

 שווה לדרגה  - יחד עם מספר ה1-כאשר מספר ה,  באלכסון
  .של 

  
:מסקנה  

)ת  )n nA M ×∈0, 1±  ונית עם  סימטרית חופפת למטריצה אלכסכל מטריצה ריבועי
  .באלכסון

  
  
  

  משפט ההתמדה של סילבסטר
  

  :משפט
אזי מספר ,  תבנית ריבועית ותהי מעל ן וקטורי ממימד " מVיהי 

 נקבע חד qיים ומספר האיברים השליליים בכל מטריצת ייצוג אלכסונית של האיברים החיוב
  .י "משמעית ע

1n ≥:q V R→

q

 

  
  :מסקנה

 הוא לא מספר האיברים החיוביים ומספר האיברים השליליים בכל צורה אלכסונית של 
  .ס ולכן הם אינוריאנטים של תלוי בבחירת בסי

q
q

  
  :מסקנה

  :סימטרית ממשית חופפת למטריצה יחידה מהצורהAכל מטריצה 

( ) ( )

1,...,1, 1,..., 1,0,...,0
A nr A

D diag
π π −−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )r rank A=
r

  

  .כאשר 
  

  סימן של תבניות ריבועית
  

:הגדרה  
 :q V R→

0>v V
  : נקראתתבנית ממשית

0 לכ אם)לחלוטין(חיובית  .1  ( )q v ל≠ ∈
( ) 0q v ≥v V

. 
 .∋ל   לכ אםחיובית למחצה .2



)  אם)לחלוטין(שלילית  .3 )q v 0 לכל >0 v V≠ ∈
( ) 0q v

. 
v לכל ≥  אםשלילית למחצה .4 V∈. 

  
q  . מספר האיברים החיוביים בצורה אלכסונית של πיהי 

r π−qיהי    .של  מספר האיברים השליליים בצורה אלכסונית 
  :אזי

nπ =    ⇔חיובית לחלוטין 
rπ =    ⇔חיובית למחצה 

0π ⇔שלילית לחלוטין  = ,r n=  
0π =    ⇔שלילית למחצה 

  
  :הגדרה

)מטריצה חיובית סימטרית  )n nA M ×∈

0>v V
  : נקראת

0 לכ אם חיובית לחלוטין .1 tv Av ל≠ ∈
0v Av ≥

. 
v לכ אם חיובית למחצה .2 V t ל∈. 
0tv אם שלילית לחלוטין .3 Av 0 לכל > v V≠ ∈

0v
. 

v אם שלילית למחצה .4 At vל ≥ V  .∋ לכ
  

:משפט  
)י  )n nA M ×∈1,..., nλ λ יהיו . סימטרית מטריצה ממשית תה  :אזי, Aע של " הע∋

1. A 0 ⇔ חיוביתiλ 1 לכל < i n≤ ≤. 
2. A 0 ⇔ חיובית למחצהiλ 1 לכל ≤ i n≤ ≤. 
3. A 0 ⇔ שליליתiλ 1 לכל > i n≤ ≤. 
4. A 0 ⇔ שלילית למחצהiλ 1 לכל ≥ i n≤ ≤. 

  
:ניתן להוכיח  

Aי" המוגדרת על חיובית לחלוטין אם ורק אם התבנית הריבו" הנ :
  . היא חיובית לחלוטין

:עית  nq →
( ) tq v v A= v

  
  )Jacobi(הלכסון של יעקובי שיטת 

  
q.מעל שדה ) ( מימדי  מרחב וקטורי V: נניח V תבנית 

.ריבועית
n1n ≥2≠: F→

V F
F ,( )Char F 

 :f V × →q
( ) ,q v f v v=v V

כלומר , - התבנית הביליניארית הסימטרית המתאימה ל
) לכ   .∋ל (

}יהי  }1,..., nB u u=( )ij qB לפי  מטריצת הייצוג של  את -נסמן ב. V בסיס של  A a= :
.  [ ]BA q=

( ) ( )

( ) (

11 1 1 1 1

1 1

, ,

, ,

n n

n nn n n

a a f u u f u
A

a a f u u f u

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠)n

u

u
  

  :נניח



Aהמינורים הראשיים של 

1 11

11 12
2

21 22

1,1 1, 1

1

1,1 1, 1

0

0

0

0

n

n

n n n

n

a

a a
a a

a a

a a

A

−

−

− − −

⎫
⎪

∆ = ≠ ⎪
⎪
⎪∆ = ≠
⎪
⎪⎪
⎬
⎪
⎪
⎪∆ = ≠
⎪
⎪
⎪∆ = ≠ ⎪⎭

  

}נחפש בסיס מלכסן  }1,..., nB w w=

{ }

1 11 1

2 21 1 22 2

1 1,1 1 1, 1

,1 1 ,

1

...
...

,..., 1

n n n n n

n n n n n

i i

w u
w u u

w u
w u u

w Sp u u i

  : מהצורה הבאה

1u

n

λ
λ λ

λ λ

λ λ
− − − −

=
= +

= + +

= + +

= ≤

i n

−

≤

  

  :נרצה לקיים את שתי הדרישות הבאות
1ל .1 ≥כל  1 ולכל ≥ j i≤ ):  קיים> ), 0i jf w u =. 

1ל .2 iכל  n≤ ):  קיים≥ ), 1i if w u =.  
  

:טענה  
) אזי 1 מקיימים דרישה  ), 0i jwf w ,...,1אם   .1 לכל = nw wj i n≤ < ≤

1,..., nw w

{

  
ונוכיח כי , ל" המקיימים את הדרישות הנאם נצליח למצוא וקטו, לכן רים 

}1' ,..., nB w w=' '[ ]B B ]נקבל אז כי , V הוא בסיס של  ]f q=ולכן ,  היא מטריצה אלכסונית
'Bיהיה בסיס מלכסן .  
  

1נתבונן בוקטור  1 ...i i ii iw u uλ λ= + +.  



( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1 1 2 2

1 1 2 2

1

1 1

1 1

, , ,

, , ... , 0

... 0 1

, , ,

, ... , 1

... 1

j

j ik k j i i j
i

i j i j ij j i

i j i j ii ji

i

i ik k i i i i
k

i i ii i i

i i ii ii

f u u f u w f w u

f u u f u u f u u

a a a j i

f u u f u w f w u

f u u f u u

a a

λ

λ λ λ

λ λ λ

λ

λ λ

λ λ

=

=

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
⇓

+ + +

⇓
+ + + = ≤ <

⇓

⎛ ⎞ = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇓

+ + =

⇓
+ + =

∑

∑

ii
11 1 12 2 1

1,1 1 1,2 2 1,

1 1 2 2

... 0

... 0
... 1

i i i ii

i i i i i i ii

i i i i ii ii

a a a

a a a
a a a

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ
− − −

+ + + =

+ + +

+ + + =

11 1 1

1

0

*
0
1

i i

i ii ii

a a

a a

λ

λ

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

0

1

=

  

  : משתניםת עם  משוואות ליניארימערכת של : קיבלנו

=
  

  

  

  :נשים לב  כי הדטרמיננטה של מטריצת המקדמים המצומצמת היא
11 1

1

0
i

i

i ii

a a

a a
= ∆ ≠  

  :וש בנוסחת קרמר מקבליםי שימ"בפרט ע, קיים פיתרון והוא יחיד* לכן למערכת 
11 1, 1

1 , 1

11 1

1

0

1

i

i i i
ii

i

i i

a a

a a
a a

a a

λ

−

−=
…

… i

  

  
  :תזכורת

n  : משתניםn משוואות עם כלל קרמר לפתרון מערכת משוואות של 



11 1 1 1

1 1

...

...

n n

n nn n

a x a x b

a x a x b

+ + =⎧
⎪
⎨
⎪ + + =⎩ n

  

  :נניח כי
11 1

1

0
n

n nn

a a

a a
≠  

  :י"יחיד הנתון עאזי למערכת קיים פיתרון 
11 1, 1 1 1, 1 1

1 , 1 , 1

11 1

1

i i

n n i n n i
i

n

n nn

a a b a

a a b a
x

a a

a a

− +

− +=

n

nn

a

a
  

  
  :לכן

11 1, 1
1

1,1 1, 1 1

( 1) 1
i

i

i i i i
ii

i i

a a

a a
λ

−
+

− − − −

− −

∆
= =

∆ ∆
  

  :מכאן
1 0i

ii
i

λ −∆
= ≠

∆

 :

  

)חישבנו ), 0i jw =i j n f w 1 לכל≤ ≠ ≤

( ) ( ) ( )

  : כמו כן, 

1

1 1

, , , , 1
i i

i
i j i ij j ij i j ii i i ii ii

j i i

f w w f w u f w w f w uλ λ λ λ λ −

= =

⎛ ⎞ ∆
= = = = ⋅ =⎜ ⎟ ∆⎝ ⎠

∑ ∑ =  

}כי אם נוכיח : לכן }1' ,..., nB w w=נקבל,  בסיס:  

1

11 1

2' '

1

1 0

0
[ ]

0

0

B B

nn

n

n

q f
λ

λ

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟∆⎜ ⎟
⎜ ⎟∆⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ∆= = = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
∆⎜ ⎟

⎜ ⎟∆⎝ ⎠

[ ]  

  
:טענה  

}ה  }1' ,..., nB w w=

 :

הקבוצ  .V היא בסיס של 
  

}הוכחנו }1' ,..., nB w w= הוא בסיס של V ,ו-   
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⎛ ⎞
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  :נניח
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  :ואז
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1
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=
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  :הוכחנו את המשפט הבא

  
  :משפט

Chכאש, מעל שדה ) n( מימדי ו " מVיהי  n1≥ ר( ) 2F Far qתהי. ≠ V תבנית 
נניח כי בבסי. ריבועית

 : F→

}ס  }1,..., nB u u[ ]BA q=   : מקיימת מטריצת הייצוג =

1 11

11 12
2

21 22

1,1 1, 1
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1,1 1, 1

0

0

0

0

n

n

n n n
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∆ = ≠

∆ = ≠

11 1

1

n

n nn

a a
A

a a

⎛ ⎞
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0 1

−

  

  

∆: נסמן ] שבו מטריצת הייצוג V של B'ים בסיס  אז קי= Bq'  : היא[
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[ ]  

  
:מסקנה  

 : F→n1n ≥
F
q

qתהי V מימדי  תבנית ריבועית הפועלת על מרחב וקטורי V)  ( מעל שדה
.  

} חיובית לחלוטין אם ורק אם בכל בסיס  }1,..., nB u u=[ ]BA q=

11 1

1

n

n n
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