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 )20425( )סיכו
(תכונות של תוחלת   :   7פרק  
 

 :טענות

 . y � וx היא פונקציה ממשית של g(x, y) כי נניח  . Y  ו  X  של פונקציה של תוחלת .1

X, ותפתמש הסתברות פונקציית יש �Yו  �Xל א�  Yp ,אז: ,[ ( , )] ( , ) ( , )X Y
y x

E g X Y g x y p x y=∑∑ 

 מקריי
 משתני
 סכו
 של תוחלת .2

1 :  אזi = 1,2,...,n  סופית לכל  E [Xi]  א�  2 1 2[ ... ] [ ] [ ] ... [ ]n nE X X X E X E X E X+ + + = + + + 

 , שליליי��י� ה� משתני� מקריי� אי�Xi �ה כל א�, תקפה האינסופי במקרה הטענה :הערה

או א�  
1

[| |]i
i

E X
∞

=
< ∞∑.  

 
)Cov :ידי�מוגדרת על �Yו  X של השונות המשותפת  , ) [( [ ])( [ ])]X Y E X E X Y E Y= − −   

  [ ] [ ] [ ]E XY E X E Y= − 

)Covא�   , ) 0X Y  .מתואמי
 בלתינקראי�  �Yו  X  אז  =

)Cov  .1 :ונות השונות המשותפתתכ , ) Cov( , )X Y Y X= 

 2.  Cov( , ) Var( )X X X= 

 3.  Cov( , ) Cov( , )aX Y a X Y= 

 4.  
1 1 1 1

Cov , Cov( , )
n m n m

i j i j
i j i j

X Y X Y
= = = =

 
=  

 
∑ ∑ ∑∑ 

 : מתקיי��h וg ממשיות פונקציות שתי לכל אז, תלויי��בלתי מקריי� משתני� �Yו  X  �א .1 :טענות

 [ ( ) ( )] [ ( )] [ ( )]E g X h Y E g X E h Y=  

 ).א$ לא בהכרח להיפ$(מתואמי� �אז ה� בלתי,  זה בזהתלויי�� בלתי�Y  וXא�   .2 


 שונות של סכו
 סופי של משתני
 מקריי

 
1 1 1 1 1

Var Cov , Var( ) 2 Cov( , ) Var( ) Cov( , )
n n n n n

i i i i i j i i j
i i i i i j i i j

X X X X X X X X X
= = = = < = ≠

   
= = + = +   

   
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 

 תלויי
 שונות של סכו
 סופי של משתני
 מקריי
 בלתי
1 1

Var Var( )
n n

i i
i i

X X
= =

 
= 

 
∑ ∑ 

 

 
 :ידי�מוגדר על �Yו  X של מקד
 המתא
Cov( , )

( , )
Var( )Var( )

X Y
X Y

X Y
ρ =   

1מתקיי�   �Yו  X לכל  .1 :טענות ( , ) 1X Yρ− ≤ ≤.  

   אז    Y  = aX + bא�    .2 
1 , 0

( , )
1 , 0

a
X Y

a
ρ

>
= 

− <
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 . בהתאמה, p – 1  �  וp  (0 < p < 1)  בהסתברויות�0 ו1 הוא משתנה מקרי שמקבל את הערכי� אינדיקטור

)Var :מתקיי�,  �Xשנסמנו ב, לכל אינדיקטור ) (1 )X p p= −    ;    2
[ ]E X p=    ;    [ ]E X p= 

1 :מתקיי�,  �X2 וב �X1שנסמנ� ב, ולכל שני אינדיקטורי� 2 1 2[ ] { 1, 1}E X X P X X= = = 

1 :ולכ& 2 1 2 1 2Cov( , ) { 1, 1} { 1} { 1}X X P X X P X P X= = = − = = 

 

 תוחלת מותנית

 ,  מוגדרתY = y בהינת$ X של המותנית התוחלת אז משותפת הסתברות יש פונקציית �Y ו�Xא� ל

 :ידי�על,  P{Y = y} > 0  המקיי�   yלכל 
{ , }

[ | ] { | }
{ }x x

P X x Y y
E X Y y x P X x Y y x

P Y y

= =
= = = = =

=
∑ ∑ 

 . y היא פונקציה של הער$  Y = y  בהינת&  X   התוחלת המותנית של  :הערה

 
] :תוחלת של תוחלת מותנית ] [ [ | ]]E X E E X Y= 

] – משתנה מקרי בדיד אז  Y א�  ,כלומר ] [ | ] { }
y

E X E X Y y P Y y= = =∑ 

 . ידי התניה במשתנה מקרי�כדי לחשב הסתברויות של מאורעות על, אפשר להשתמש בטענה זו

) : משתנה מקרי בדיד אזY מסמ& מאורע כלשהו וא�  Eא�  , כלומר ) ( | ) { }
y

P E P E Y y P Y y= = =∑ 

   
)Var   :נוסחת השונות המותנית ) [Var( | )] Var( [ | ])X E X Y E X Y= + 

 סכו
 מקרי

  ה� משתני� מקריי�  X1  ,X2  ,... ,XNוא� ,  הוא משתנה מקרי בדיד שערכיו שלמי� וחיוביי�Nא� 

 :אז,  �Nתלויי� זה בזה וב�התפלגות ובלתי�ישוו

 1
1

[ ] [ ]
N

i
i

E X E N E X
=

 
=  

∑  

  2

1 1
1

Var [ ]Var( ) ( [ ]) Var( )
N

i
i

X E N X E X N
=

 
= + 

 
∑ 

 


) :ידי�על,  ממשיtלכל ,  מוגדרתX של משתנה מקרי  הפונקציה יוצרת המומנטי ) [ ]
X

X
t

M t E e= 

] :ידי� מוגדר עלXשל משתנה מקרי   rהמומנט מסדר  ]
r

E X 

א� הנגזרת  , t = 0  בנקודה  MX (t)של  )  tלפי (ית �r � מתקבל מהנגזרת הXשל משתנה מקרי   r המומנט מסדר

 :מתקיי� השוויו&, כלומר. קיימת בסביבת נקודה זו
( )

0
( ) [ ]X

r r

t
M t E X

=
= 
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 פונקציות יוצרות מומנטי
 של התפלגויות מיוחדות

)t  לכל :בינומי מקרי משתנה ) ( 1 ) ,
t n

XM t pe p= + − X ∼ B(n, p) 

t  לכל :פואסוני מקרי משתנה
( 1)

( ) ,
t

X
e

M t e
λ −= X ∼ Po(λ) 

) :גיאומטרי מקרי משתנה ) , ln(1 )
1 (1 )

t

X t

pe
M t t p

p e
= < − −

− −
 X ∼ Geo( p) 

) :שלילי בינומי מקרי משתנה ) , ln(1 )
1 (1 )

r
t

X t

pe
M t t p

p e

 
= < − −  − − 

 X ∼ NB(r, p) 

)t ≠ 0   לכל :אחיד מקרי משתנה ) ,
( )

bt at

X

e e
M t

t b a

−
=

−
 X ∼ U(a, b) 

) :מעריכי מקרי משתנה ) ,XM t t
t

λ
λ

λ
= <

−
 X ∼ Exp(λ) 

t  לכל :סטנדרטי נורמלי מקרי משתנה
2

2
( ) ,

t
XM t e= X ∼ N(0,1) 

t  לכל :נורמלי מקרי משתנה
2 2

2
( ) ,

t t
XM t e

µ σ+= X ∼ N( µ ,σ 
2
) 

 

) :אז,  Y = aX + bא�   .1 :טענות ) ( ) ( )Y XX

bt
a bM t M t e M at+= = 

 :אז, תלויי��  ה� משתני� מקריי� בלתיX1  ,X2  ,... ,Xnא�  .2 

1
1

( ) ( )n i
i

i

n

X
X i

M t M t

=
=∑

=∏ 

טי� לפונקציות ההתפלגות ערכית בי& הפונקציות יוצרות המומנ�חד�קיימת התאמה חד .3 

 קיימת וסופית בסביבה Xא� הפונקציה יוצרת המומנטי� של משתנה מקרי , כלומר. המצטברת

 . נקבעת באופ& יחידXאז ההתפלגות של   , t = 0כלשהי של  
 

,  i = 1,...,nלכל  ,  p �  וniתלויי� ע� הפרמטרי�  �  משתני� מקריי� בינומיי� בלתיnסכו� של   .1 :תוצאות

 . p �  וΣ niהוא משתנה מקרי בינומי ע� הפרמטרי�  

הוא ,  i = 1,...,nלכל  , λ iתלויי� ע� הפרמטרי�  �משתני� מקריי� פואסוניי� בלתי  n  סכו� של .2 

 . Σλ iמשתנה מקרי פואסוני ע� הפרמטר  

הוא משתנה מקרי ,  pתלויי� שלכול� הפרמטר �משתני� מקריי� גיאומטריי� בלתי nסכו� של  .3 

 . p �  וnבינומי שלילי ע� הפרמטרי�  

הוא משתנה מקרי , σ i � וµ iתלויי� ע� הפרמטרי� �משתני� מקריי� נורמליי� בלתי nסכו� של  .4 

 . Σσ i �  וΣ µ iנורמלי ע� הפרמטרי�  

 

 .σ 2 ושונות µ בעלת תוחלת  Fשלכול� התפלגות  , לויי�ת�  משתני� מקריי� בלתיX1  ,X2  ,... ,Xnיהיו  

 . F מהתפלגות  מדג
 מקרי  ה� X1  ,X2  ,... ,Xnשהמשתני� המקריי�  , נהוג לומר

 
 הוא  ממוצע המדג
1

1
n

i
i

nX X
=

= ] :ומתקיי� , ∑ ]E X = µ 2 �ו
Var( )X n=σ 

 
2 היא  שונות המדג 2

1

1
1

( )
n

i
i

nS X X
=

−= 2 :ומתקיי� , ∑− 2
[ ]E S σ= 


