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(התפלגות משותפת של משתני
 מקריי
   :   6פרק  

 

 y � וx  לכל, מוגדרת שלה� המשותפת ההסתברות פונקציית אז, בדידי� מקריי� משתני� ה� Y �ו X  א�

,  ידי�על ,ממשיי� ( , ) { , }X Yp x y P X x Y y= = ,  כאשר , =
,

( , ) 1X Y
x y

p x y =∑. 

 ההסתברות פונקצייתאפשר לקבל מ, בהתאמה  pY �ו  Y,  pX   ושלX  את פונקציות ההסתברות השולית של

), :ידי� עלY � ו X של  המשותפת ) { , } ( , )X X Y
y y

p x P X x Y y p x y= = = =∑ ∑ 

 ,( ) { , } ( , )Y X Y
x x

p y P X x Y y p x y= = = =∑ ∑ 

 .בהתאמה, Y ושל  X  נקראות פונקציות ההסתברות השולית של  pY �  וpXכאשר  

 :ידי�על,  ממשיי�b � וa  לכל, מוגדרת Y �ו X  מקריי� משתני� של שותפתהמ המצטברת ההתפלגות פונקציית

 , ,
: :

( , ) { , } ( , )X Y X Y
y y b x x a

F a b P X a Y b p x y
≤ ≤

= ≤ ≤ = ∑ ∑ 

), :כמו כ� ) { , } ( , )X X YF a P X a Y F a= ≤ < ∞ = ), �ו ∞ ) { , } ( , )Y X YF b P X Y b F b= < ∞ ≤ = ∞ 

 .בהתאמה, Y ושל  X  נקראות פונקציות ההתפלגות המצטברת השולית של  FY �  וFX  כאשר 

 . משתני
 מקריי
n של משותפת התפלגותל להכליל אפשר לעיל האמור כל את

 
 )התפלגות משותפת בדידה    (:ההתפלגות המולטינומית

א� פונקציית , יש התפלגות משותפת מולטינומיתX1  ,X2  ,... , Xrדי� נאמר שלמשתני� המקריי� הבדי
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וכ�  , 1 מסמני� הסתברויות שסכומ� p1  ,p2  ,... , pr, כאשר
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n n
=

 . של� וחיוביn   עבור ∑=

,  תוצאות אפשריות שונותr בעל, ניסוי על תלויות�בלתי חזרות n �מ המורכב מקרי ניסוי :ניסוי מקרי מולטינומי

 .p1  ,p2  ,... , pr  בהסתברויות המתקבלות

 . i התוצאה מתקבלת שבה� המולטינומי בניסוי החזרות כמספר מוגדר,  i = 1,...,rכל  ל,  Xi המשתנה המקרי 

1 המאורע 1{ , , }r rX n X n=  .המולטינומי בניסוי מתקבלת תוצאות ה�rמ אחת שכל הפעמי� מספר את מתאר …=

  .p,n( Mult~  X (מסמני�  ,  יש התפלגות מולטינומיתXא� לווקטור המשתני� המקריי�   .1 :הערות

 .(n, p1)�   ההתפלגות המולטינומית אינה אלא התפלגות בינומית ע� הפרמטריr = 2א�   .2 

  .i = 1,...,rכאשר  , (n, pi)היא התפלגות בינומית ע� הפרמטרי�   Xiההתפלגות השולית של כל   .3 

 . i ≠ j  כאשר, (n, pi + pi)    היא התפלגות בינומית ע� הפרמטרי� Xi + Xjההתפלגות של כל סכו�   .4 

 . תלויי� זה בזהX1  ,X2  ,... , Xrהמשתני� המקריי�   .5 
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 תלויי
 משתני
 מקריי
 בלתי

 :  ממשיי� מתקיי�y �  וxתלויי� א� לכל  � נקראי� בלתי�Y  וXהמשתני� המקריי� הבדידי�  

 , ( , ) ( ) ( )X Y X Yp x y p x p y= 

, :תלות שקול הוא�ותנאי אי ( , ) ( ) ( )X Y X YF x y F x F y= 

 

 משתני� מקריי� rקבוצה של � א� לכל תתתלויי
 בלתי נקראי�  X1  ,X2  ,... ,Xnהמשתני� המקריי� הבדידי�  

 :  מתקיי�x1  ,x2  ,... ,xr  מספרי� ממשיי�  r  ולכל  (r = 2,...,n)מתוכ�  

 
1 11 1{ , , } { } { }

r ri i r i i rP X x X x P X x P X x= = = = ⋅ ⋅ =… … 

 :תלות שקול הוא�ותנאי אי
1 11 1{ , , } { } { }

r ri i r i i rP X x X x P X x P X x≤ ≤ = ≤ ⋅ ⋅ ≤… … 

 . �Xתלוי ב� בלתיYאז כמוב�  , �Yתלוי ב� בלתיXא�  , כלומר. תלות הוא יחס סימטרי�  יחס האי:הערה

תלויי� א� ורק א� נית� לרשו� את פונקציית � בלתיY �ו  X יי� הבדידי�   המשתני� המקר):2.1(טענה 

 –  בצורה  pX,Yההסתברות המשותפת שלה�  

, ,   ממשיי�y � וxלכל    ( , ) ( ) ( )X Yp x y h x g y= 

 הוא משתנה מקרי פואסוני ע� הפרמטר זמ� נתו��  א� מספר המופעי� שמתרחשי� במרווח):ב2דוגמה (טענה 

λ , וא� תכונה מסוימת מתקיימת בכל אחד מהמופעי� המתרחשי� בהסתברותp ,   אז– 

 ; λ pהזמ� הנתו� הוא משתנה מקרי פואסוני ע� הפרמטר �מספר המופעי� שמתקיימת בה� התכונה במרווח

 ;λ (1– p)זמ� זה הוא משתנה מקרי פואסוני ע� הפרמטר �מספר המופעי� שלא מתקיימת בה� התכונה במרווח

 .תלויי� זה בזה�ושני המשתני� המקריי� הפואסוניי� האלו בלתי

 

 סכו
 של משתני
 מקריי
 בדידי

  מתקבלת מאחת מ� המשוואותX + Y  של המשתנה המקריההתפלגות . משתני� מקריי� בדידי�  Y � וX  יהיו

{ } { , }
x

P X Y a P X x Y a x+ = = = = }  או  ∑− } { , }
y

P X Y a P X a y Y y+ = = = −  .  ממשי aלכל  , ∑=

}תלויי� מקבלי� כי  � בלתיY �  וX  וא� } { } { } { } { }
x y

P X Y a P X x P Y a x P X a y P Y y+ = = = = − = = − =∑ ∑  

 .  ממשיaלכל  

 
 )תלויי��בלתי מקריי� משתני� של סכו�(   טענות

   X1  ,X2  ,... ,Xnוא�  , i = 1,2,...,n לכל  λ i הוא משתנה מקרי פואסוני ע� הפרמטר �Xi א  :א3 דוגמה .1

אז , תלויי� זה בזה�בלתי
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X
=
 הוא משתנה מקרי פואסוני ע� הפרמטר ∑

1

n

i
i

λ
=
∑. 

 .)באינדוקציהמוכיחי� ,  משתני� מקריי��nל, את המקרה הכללי( 

  X1  ,X2  ,... ,Xnוא�  , i = 1,2,...,n לכל  (ni , p) הוא משתנה מקרי בינומי ע� הפרמטרי� Xiא�   :ב3 דוגמה .2

אז , תלויי� זה בזה�בלתי
1

n

i
i

X
=
 הוא משתנה מקרי בינומי ע� הפרמטרי� ∑
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n p
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 .)מוכיחי� באינדוקציה,  משתני� מקריי��nל, את המקרה הכללי( 
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תלויי� זה �  בלתיX1  ,X2  ,... ,Xnוא�  , i = 1,2,...,n לכל  p  הוא משתנה מקרי גיאומטרי ע� הפרמטר Xiא�  .3

אז , בזה
1

n

i
i

X
=
 .   (n , p) הוא משתנה מקרי בינומי שלילי ע� הפרמטרי�  ∑

 .)ואת המקרה הכללי מוכיחי� באינדוקציה,   �n = 2מוכיחי� ישירות ל( 
 

 התפלגויות מותנות

  מוגדרת Y = y  בתנאי X  לש המותנית ההסתברות פונקציית, בדידי� מקריי� משתני� ה� Y �ו  X  א�

}  שעבורו  y  לכל } 0P Y y=  :ידי� ממשי עלx  ולכל  <

 | ( | ) 1X Y
x

p x y =∑         ;        |

{ , }
( | ) { | }

{ }
X Y

P X x Y y
p x y P X x Y y

P Y y

= =
= = = =

=
 

} :כי מקבלי� בזה זה תלויי��בלתי �Yו X  א� :הערה | } { }P X x Y y P X x= = = = 

  { | } { }P Y y X x P Y y= = = = 

). ולהיפ'  (X  ושווה להתפלגות השולית של  y �אינה תלויה בY = y   בהינת� X  של המותנית ההתפלגות, כלומר

 .לער' הידוע של משתנה מקרי אחד אי� השפעה על ההתפלגות של המשתנה המקרי השני, ובמילי� אחרות

  :היא  Y = y  בתנאי  X  של המצטברת ההתפלגות פונקציית

 |
:

( | ) { | } { | }X Y
x x a

F a y P X a Y y P X x Y y
≤

= ≤ = = = =∑ 

 
 

, �λ2 וλ1תלויי� ע� הפרמטרי� � ה� משתני� מקריי� פואסוניי� בלתיY �ו  X    א�):ב4דוגמה (טענה 

   היא בינומית ע� הפרמטרי� X + Y = nינת�  בהX  אז ההתפלגות של המשתנה המקרי המותנה, בהתאמה

n1 �  ו

1 2

λ
λ λ+.  


