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  הקדמה

 
  

שנת הלימודים הנלמד ב, "מבוא למערכות לינאריות " חוברת זו נועדה לשמש חומר עזר בקורס

 בפקולטה רפואית-  והנדסה ביו הנדסה מכאנית,השניה במגמות להנדסת חשמל ואלקטרוניקה

  .להנדסה באוניברסיטת תל אביב

.  בנמצא ספר יחיד המכיל את מירב החומר הנלמד קורסשאיןהצורך בחוברת זו התעורר מכיוון 

אורטי של מערכות פיסיקליות בניגוד למקובל בספרות מושם בחוברת דגש על אחידות התיאור הת

מדיסציפלינות שונות ליישם את האמצעים  כשהמטרה היא לאפשר לסטודנטים, שונות ומגוונות

  . בעזרתם ניתן לנתח מערכות בשטחי התעניינותם

  

  

  :ה פרקיםשישהחוברת מכילה 

  

  .מודלים מתמטיים למערכות ליניאריות ודיאגרמות  אקויולנטיות: 1פרק 

  :ת מומלצת היאספרות עזר נוספ  

  I 2 פרק; II 2,3,4 פרקים; III 1 פרק.  

  

  .מערכות לינאריות בזמן רציף: 2פרק 

ופותר , משוואות דפרנציאליות רגילותי "עליניאריות וקבועות בזמן  מערכת הפרק מתאר 

  .ובאמצעות התמרת לפלס הזמן במישורמשואות אלה 

  :ספרות עזר נוספת מומלצת היא  

  I 3) 1-9(, 4 פרקים ; IV 3, 4 פרקים ; V 6, 13 פרקים.  

  

  . במרחב המצבים רציפותייצוג מערכות: 3פרק 

בפתרון משוואות מצב ובמעבר בינן ,  במרחב המצבים רציפותהפרק דן בייצוג מערכות

  .משוואות דיפרנציאליות סקלריות ופונקציות תמסורתן לבי

  :ספרות עזר נוספת מומלצת היא  

  III 11-18( פרק (3 ; V12ק  פר ; VI פרקים )1-3 (3,4 ; VII פרקים )3, 4) 1-3 ; VII פרקים 

1 ,2.  

  

  . בתחום התדר רציפותניתוח מערכות: 4פרק 

  .י עקומי בודה"הדיון כולל שיטות ניתוח ע  

  : ספרות עזר נוספת מומלצת היא  

  I 8) 1-11( פרק ;  IV 11, 13, 15 פרקים.  

  



  .מערכות דיסקרטיות: 5פרק 

י משואות הפרש ומתאר את פתרונן במישור "בדידות עליניאריות  מערכת הפרק מתאר 

הצגת מערכות ; דיסקרטיזציה של מערכות רציפות  ;   Z התמרת ובאמצעות" זמן"ה

  .  ופתרונןמשוואות מצב י"בדידות ע

  .4 פרק VIII  ;9 פרק VI: ספרות עזר נוספת מומלצת היא  

  

  .פות ובדידותקריטריונים ליציבות מערכות רצי: 6פרק 

 ליציבות מערכת לינארית רציפה ואת מקבילתו Routhמבחן  מביא אתהפרק 

  .הדיסקרטית

  

  .כמו כן כוללת החוברת  קובץ תרגילים

  

   ספרות עזר מומלצת

  

I D’Azzo and Houpis: Linear Control System Analysis and Design  

 (McGraw Hill, Int. Student Edition) 

II Cannon: Dynamic of  Physical Systems 

 (McGraw  Hill, Int. Student Edition) 

III Shearer, Richardson, Murphy: Introduction to System Dynamics 

  (Eddison Wesley Ltd.) 

IV Di  Stefano: Feedback and Control Systems 

 (Schaum’s Outline Series) 

V DeSoer & Kuh: Basic Circuit Theory 

 (McGraw Hill, Int. Student Edition) 

VI Elgerd: Control  Systems Theory 

 (McGraw Hill, Int. Student Edition) 

VII Weinberg: State Space and Linear Systems 

 (Schaum’s Outline Series) 

VIII Saucedo and Schiring: Introduction to Continuous and Digital Control 

Systems (Macmillan) 



 



  1עמוד : 1פרק 

 מודלים מתמטיים למערכות ליניאריות ודיאגרמות אקוויוולנטיות .1

  מערכות חשמליות .1.1

  

התיאור המתמטי של מערכת הוא ; מערכת היא מתקן פיסיקלי שלו אותות כניסה ואותות יציאה

ניתן לסווג את המערכות לפי רציפות . משואה המקשרת בין אותות היציאה לבין אותות הכניסה

  .ליניאריות-וכן לפי ליניאריות ואי, לגותמקובצות ומפו, ובדידות

במערכת רציפה אות העירור הוא פונקציה רציפה של הזמן ואילו במערכת בדידה אות זה הוא 

תהיה המשואה המתארת את הקשר בין הערור לבין אות , בהתאם. פונקציה בדידה של הזמן

מערכת רציפה . בדידהומשואת הפרשים במערכת , משואה דיפרנציאלית במערכת רציפה, היציאה

אם המשואה היא . ל היא רגילה"היא מקובצת אם המשואה הדיפרנציאלית המתארת הקשר הנ

מערכת ליניארית מוגדרת כמערכת בה קיים עקרון . תגחלקית תקרא המערכת מפול

במערכות חשמליות האותות . ליניארית-הסופרפוזיציה וכל מערכת שאינה ליניארית מוגדרת כאי

המתקן למדידתו מחובר בטור ש משתנה - משתנה דרך זרם הוא ; ם זרם ומתחהשמושיים ה

.  משתנה שהמתקן למדידתו מחובר במקביל למערכת-משתנה מעבר מתח הוא . למערכת

שלהם תכונות , מערכות פיסיקליות עשויות להיות בנויות מסוגים שונים של רכיבים פיסיקליים

מטי המלא של מערכות אלו מסובך וכדי לפשט את התיאור והפתרון המת. פיסיקליות מגוונות

י מודלים המורכבים ממספר מוגבל של סוגי "נתאר מערכות ע, התהליכים המתמטיים הללו

יהא עלינו להיות מודעים למגבלות המודלים האידיאליים . סטנדרטיים-רכיבים אידיאליים

  .ולמידת נאמנותם למערכות הפיסיקליות המקוריות שהם מיצגים, שנבנה

  

סטנדרטיים שיתוארו -אבני הבנין למודלים של מערכות חשמליות יהיו האלמנטים האידיאליים

לבין ) משתנה מעבר(י הקשר בין המתח על פניהם "לכולם שני הדקים בלבד ונאפיין אותם ע; להלן

  ).משתנה דרך(הזרם דרכם 

  

  : הוא רכיב שמשואתונגד אידיאלי

(1.1) V = Ri   

 R-ו, כוללים גם מידה מסוימת של השראות וקבול) פיסיקליים(ם נגדים ראליי*.  קבועRכאשר 

  .אינו קבוע בהם אלא תלוי בגורמים סביבתיים שונים

  

  

 

 
  

 

  .מערכות המשתנות בזמןמערכות הכוללות רכיבים כאלה נקראות .  להיות תלויים בזמןL או R,C-לעתים נתיר ל



  2עמוד : 1פרק 

  : הוא רכיב שמשואתוקבל אידיאלי

(1.2) 
dt
dvCi =   

2CV אגורה אנרגיה בשיעור Vבקבל שהמתח על פני הדקיו *.  קבועCכאשר 
2
1

.  

  : הוא רכיב שמקייםמשרן אידיאלי 

(1.3) 
dt
diLV =  

2Li אגורה אנרגיה בשיעור iבמשרן שהזרם דרכו *.  קבועLכאשר 
2
1

.  

אולם למטרות רבות הם מהווים מודל נאמן ; נם בנמצאמובן שקבלים ומשרנים אידיאליים אי

  .במידה מספקת לרכיבים הפיסיקליים המתאימים

  

ולא בזרם דרכו או ,  הוא התקן שהמתח על פניו עשוי להיות תלוי בזמן בלבדמקור מתח אידיאלי

  .בכל גורם סביבתי אחר

  

ולא במתח על פניו או , בד הוא התקן שהזרם דרכו עשוי להיות תלוי בזמן בלמקור זרם אידיאלי 

  .בכל גורם סביבתי אחר

  

המתח על פניהם או הזרם : מקורות אידיאליים מבוקריםסוג מיוחד של מקורות אידיאליים הוא 

למשפחה מיוחדת זו של מקורות נקדיש סעיף נפרד . דרכם תלוי בזרם או במתח מסוים במערכת

  .בהמשך הפרק

  

או של (זר להבנת המבנה הפנימי של המערכת  של המערכת הוא אמצעי עהתרשים החשמלי

כל , היינו, בתרשים מחוברות בקוים כל הנקודות המחוברות מבחינה חשמלית; )המודל למערכת

  .הנקודות שוות הפוטנציאל

  

אך אנו נדון בדרך כלל במערכות שלהן כניסה , למערכת עשויות להיות מספר כניסות ויציאות

ואות היציאה יהא אחד הזרמים , תהא אות עירור בלתי תלויהכניסה למערכת . אחת ויציאה אחת

נשתמש בחוקי , כדי לקבל את התלות של אות היציאה באות העירור. או המתחים במערכת

  . ובמשואות רכיבי המערכתףקירכהו

  

  

  

  

  

  .1' ראה הערה בעמ  *



  3עמוד : 1פרק 

ת הוא הסכום האלגברי של הזרמים הנכנסים לצומ,  בתרשים חשמלי:חוק הזרמים של קירכהופ

  .אפס

  

סכום מפלי המתחים סביב לולאה סגורה שווה ,  בתרשים חשמלי:חוק המתחים של קירכהופ

  .לאפס

  

וממשואות רכיבי המערכת ניתן לקבל מערכת משואות דיפרנציאליות , משני חוקים אלה

חשוב לציין שעבור מערכת . המגדירה את הקשר בין אות היציאה של המערכת לבין העירור

ניתן לבטא את הקשר בין המוצא לבין , סטנדרטיים בלבד-ללת רכיבים אידיאלייםחשמלית הכו

המבוססות על חוקי , נזכיר ונדגים שתי דרכים שיטתיות. י משוואה דיפרנציאלית יחידה"הערור ע

  .לקבלת המשואות הדרושות מתוך התרשים החשמלי של המערכת, קירכהופ

  

  .וקבע את הפוטנציאל בו לאפס, ס בחר צומת שיקרא צומת יחו:שיטת מתחי צומת

בטא באמצעות . הגדר עבור כל הצמתים האחרים בתרשים פוטנציאל ביחס לצומת היחוס

באמצעות משואות האלמנטים . הפוטנציאלים הללו את מפלי המתח על פני כל רכיבי המערכת

עתה רשום את משואת חוק הזרמים עבור כל . בטא עתה את הזרמים העוברים דרך כל ענף

  .הצמתים פרט לצומת היחוס

מספר המשואות שווה . מתקבלת מערכת משואות שהנעלמים בה הם הפוטנציאלים בצמתים

קל לראות ששיטה זו נוחה במיוחד כאשר המערכת כוללת מקורות . (למספר המשתנים הנעלמים

  או יותר ממשואות הצמתים עשויה להפוך-במקרים אלו אחת . או כאשר העירור הוא מתח, מתח

  ).למיותרת

  

  : במערכת הבאהV0(t)מצא משואה עבור מתח היציאה  :1.1 דוגמא

  

  

ונקבע ,  צומת יחוסIהי צומת י. נסמן את הצמתים באותיות רומיות. נשתמש בשיטת מתחי צומת

. III בצומת VIIIואת הפוטנציאל , IIבצומת  VIIנסמן את הפוטנציאל .  לאפסואת הפוטנציאל ב

, VIIהמתח על פני הקבל הוא . VIIIהמתח על המשרן הוא . נפיםנבחר כווני יחוס למתח על פני הע

  .VIII- VIIוהמתח בין הדקי הנגד הוא 

כיווני היחוס של הזרמים תואמים את כווני היחוס של המתחים באופן שזרם מוגדר כחיובי 

לפיכך זרם הקבל הוא . מהקוטב החיובי לקוטב השלילי דרך האלמנט
dt

dvC II.  



  4עמוד : 1פרק 

∫   המשרן הואזרם +
t

o
LOIIILO IdtV

L
1,Iהוא הזרם ההתחלתי דרך המשרן.  

)VV(: זרם הנגד הוא
R
1

IIIII −  

  :III -  ו II יםי הצמתננוכל כעת לרשום את משואות חוק הזרמים עבור ש

  :IIעבור צומת 

(1.4) 0
dt

dv
C)VV(

R
1)t(i II

IIIII =−−−  

  :IIIעבור צומת 

(1.5) ∫ =−−−
t

0
LOIIIIIIII 0IdtV

L
1)VV(

R
1

 

נקבל . VIII - ו VIIלים יאדיפרנציאליות עבור שני הפוטנצ-ת שתי משואות אינטגרוקבלנו מערכת ב

  : VIII = V0(t), מתח המוצאאת המשואה הדיפרנציאלית היחידה עבור 

  :)1.5) ( ממשואה

(1.6) ∫ ++=
t

o
IIIIIILOII VdtV

L
RRIV  

 :)1.4) ( נציב את הביטוי במשואה

(1.7) 0
dt

dvCV
L

RCdtV
L
1I)t(i III

III

t

o
IIILO =−−−− ∫  

  :נגזור משואה זו ונקבל

(1.8) 
dt

)t(di
L

V
dt

dV
L

RC
dt
Vd

C IIIIIIIII
2

=++  

  .זו המשואה הדיפרנציאלית המבוקשת

  

ובזרם  VCOאלא גם במתח ההתחלתי על פני הקבל , אינו תלוי אך ורק בעירור V0(t) = VIIIהמתח 

כל הקבלים  בערכים ההתחלתיים של מתחי -במערכת מורכבת יותר . (ILOההתחלתי דרך המשרן 

הסיבה לכך היא שגדלים אלה מייצגים את החלוקה ההתחלתית של ). וזרמי כל המשרנים

גדלים אלה יבואו לידי ביטוי בפתרון המתמטי בכך שבאמצעותם . האנרגיה האגורה במערכת

 ואת VIII)0(נחשב את 
dt

)0(dvIII , תנאי התחלהערכים הקרויים .  

  .בלת פתרון יחיד למשואה הדיפרנציאליתתנאי ההתחלה הכרחיים לק

  : קל לראות שמתחיםמחוק ה

(1.9) LOCOIII RIV)0(V −=  



  5עמוד : 1פרק 

לקבלת 
dt

(0)dvIII נציב t = 0(1.7) ה  במשוא:  

  :נקבל

(1.10) i(0)I(0)V
L

RC
dt

(0)dvC LOIII
III =++  

  

  :ונקבל (1.9)   כפי שמצאנו במשואהVIII)0(נציב את 

(1.11) )0(iII
L

CRV
L

RC
dt

)0(dvC LOLO

2

CO
III =+−+  

נבודד את 
dt

)0(dvIIIונקבל סופית :  

(1.12) )
C
1

L
R(IV

L
R

C
i(0)

dt
(0)dv 2

LOCO
III −+−=  

  

היינו מסתפקים במשואת זרמים עבור , V(t) לו במקום מקור זרם היה בבעיה מקור מתח :הערה

יה שבה משתנה  והבעיה היתה הופכת לבעVII = V(t)היתה עומדת לרשותנו המשואה . IIIהצומת 

  .נעלם אחד בלבד

  

בטא את זרמי כל הענפים .  עבור כל לולאה בתרשים הגדר זרם לולאה:שיטת זרמי לולאה

  ). זרם הענף יהא סכום זרמי הלולאות שהוא משותף להן(באמצעות זרמי הלולאות 

עתה רשום את חוק המתחים עבור כל ; באמצעות משואות האלמנטים בטא את מתחי כל הענפים

  .ולאותהל

  

מספר המשואות מתאים למספר . מתקבלת מערכת משואות שהנעלמים בה הם זרמי הלולאות

 משואה -אזי . שיטה זו נוחה במיוחד כאשר המערכת כוללת מקורות זרם. (המשתנים הנעלמים

  ).מבין משואות המתחים עשויה להפוך למיותרת) או יותר(אחת 



  6עמוד : 1פרק 

  

  :שתמש בשיטת זרמי לולאהה; מצא משואה עבור מתח המוצא במעגל הבא :1.2 דוגמא

  

  

  . בתרשים זה שתי לולאות

, כעת. נקבע כוון יחוס לזרמים. 2Iועבור השמאלית , 1Iנגדיר עבור הלולאה הימנית זרם לולאה 

 ככוון 2Iבחרנו את . (1I - 2I וזרם הקבל 1Iהזרם דרך הנגד הוא ; 2Iזרם המשרן וזרם המקור הוא 

  ).יחוס חיובי לזרם דרך הקבל

  

  : שואות האלמנטים נמצא את המתח בין הדקיהםמתוך מ

  .1RIמתח הנגד הוא 

 -מתח המשרן 
dt

dI
L 2.  

∫מתח הקבל הוא   +−
t

0
CO12CO Vdt)II(

C
1,Vהוא המתח ההתחלתי על פני הקבל .  

  ).שים לב לכווני היחוס של המתחים כפי שהם מסומנים בתרשים(

  :ולאות נרשום עתה את חוק המתחים עבור שתי הל

(1.13) ∫ +−+=
t

0
CO12

2 Vdt)II(
C
1

dt
dIL)t(V  

(1.14) ∫ =−−−
t

0
CO121 0Vdt)II(

C
1RI  

  

  :2I ונבודד את (1.14)  נגזור את המשואה

dt
dI

RCII 1
12 +=  

  ):לאחר צעד מתמטי אחד( ונקבל (1.13)   במשואה2Iעתה נציב את 

1
1

2
1

2

RI
dt
dI

L
dt

Id
RLC)t(V ++=  

  



  7עמוד : 1פרק 

  . V0(t) = RI1(t)צא המבוקש הוא מתח המו

  : היאV0המשואה עבור 

(1.15) 0
0

2
0

2

V
dt

dV
R
L

dt
Vd

LC)t(V ++=  

 גם במתח ההתחלתי על פני V0(t)) המוצא(יהא תלוי מתח התגובה , V(t)בנוסף למתח הערור 

 ואת V0(t)באמצעותם נוכל לחשב את . הקבל ובזרם ההתחלתי דרך המשרן
dt

)0(dV0− תנאי

  .רפים למשואה הדיפרנציאליתההתחלה המצו

  

  :הקשר הבא הוא מידי

V0(0) = VCO  

  :תנאי ההתחלה השני יתקבל ישירות מההתבוננות במעגל ומהפעלת חוק הזרמים






 −=




=
R

V
I

C
1

dt
)0(dv

C
C
1

dt
)0(dv CO

LO
CO0  

  

היינו מסתפקים במשואת מתחים , I(t) לו במקום מקור מתח היה מוצב במעגל מקור זרם :הערה

מחליפה את ,  I(t) = I2ת מכיוון שאז היתה המשואה המידית זא. רק עבור הלולאה הימנית

  .המשואה עבור הלולאה השמאלית

  

בלא להשתמש , מובן מאליו שאת שני מעגלי הדוגמא האחרונים ניתן אף לפתור בדרכי קצור

במעגלים מסובכים יותר השימוש בדרכים שיטתיות הוא , אולם. באופן מפורש בשיטה סטנדרטית

  .בדרך כלל הכרחי

  

  מערכות מכניות טרנסלטוריות .1.2

  

מבין המערכות הטרנסלטוריות . במערכת טרנסלטורית לא מתקיימת תנועת סיבוב סביב ציר

את המסקנות שנסיק ואת הכלים ; נטפל אך ורק במערכות שהתנועה בהן היא לאורך קו ישר אחד

חיכוך הן תופעות אלסטיות וסוגים שונים של , התמד. שנפתח ניתן להתאים למקרים כלליים יותר

כדי לפשט את הניתוח המתמטי של פעולת מערכת . פיסיקליות המתגלות בכל מערכת מכנית

האותות .  סטנדרטיים-מכנית נתאר מודל של המערכת המורכב מאלמנטים מכניים אידיאליים 

והיא משתנה ,  שהיא אנלוגית למתח במערכת חשמליתVבמערכת הטרנסלטורית יהיו המהירות 

  ".דרך" האנלוגי לזרם והוא משתנה F והכוח ,"מעבר"
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  : הסטנדרטים הם-האלמנטים האידיאליים 

  

  :י חוק הוק" הוא רכיב שתנועתו נשלטת עקפיץ אידיאלי

(1.16) F = kx   או      kv
dt
dF

=  

F -הוא הכוח הפועל בקפיץ , 
x -המרחק בין שני הדקיו ,  

v -חר המהירות היחסית של הדק אחד ביחס לא ,  

k - הוא קבוע הקפיץ.  

  

 K, כמו כן. הקפיץ האידיאלי חסר מסה ולא פועלות בו תופעות של חיכוך, בניגוד לקפיץ הפיסיקלי

  .  קבוע רק בתחום האלסטיות של הקפיץk-בקפיץ פיסיקלי ה; הוא קבוע בקפיץ האידיאלי

2kxרגיה בשיעור  אגורה בו אנxבעת שהמרחק בין הדקיו הוא : קפיץ הוא אלמנט אוגר אנרגיה
2
1

 

 -מאחר ו 
dt
df

k
1v  משתנה מעבר ברור כי הקפיץ האידיאלי אנלוגי v- הוא משתנה הדרך וF- כש=

מתמטית למשרן האידיאלי עם השראות של 
k
1

.  

  

סיקליים בהם כוח  הוא רכיב המהווה אידיאליזציה למכשירים הפימרסן ליניארי אידיאלי

דוגמא למתקן כזה הוא בולם . החיכוך פרופורציוני למהירות היחסית בין שני חלקים נעים

  .בוכנה ובה מספר נקבים נעה בגליל מלא שמן: זעזועים הידארולי

  :משואתו של מרסן אידיאלי היא

(1.17) F = B v 

  . הוא חסר מסה ולא מתגלה בו אלסטיות

המתמטית הברורה לנגד האידיאלי עם התנגדות מהמשואה האחרונה מסתמנת האנלוגיה 
B
1

.  

  :י החוק השני של ניוטון" תנועתה נשלטת ע,מסה

(1.18) 
dt
dvmF =  

Fו,  הוא הכוח הפועל על המסה-v מהירותה של המסה ביחס למערכת היחוס שבחרנו.  

  .mהאנלוגיה כאן היא לקבל האידיאלי בעל קבול 

  

  

הוא התקן בעל שני הדקים אשר הכוח הפועל בו אינו תלוי במהירות היחסית ח אידיאלי מקור כו

  .פרט לזמן, בין הדקיו ולא בגורמים חיצוניים כלשהם
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 הוא התקן שהמהירות היחסית בין שני הדקיו אינה תלויה בכוח הפועל מקור מהירות אידיאלי

  .ולא בגורמים חיצוניים כלשהם פרט לזמן

מקובל לשרטט תרשים , נת המבנה והפעולה של מערכות מכניות טרנסלטוריותכדי להקל את הב

  .הכולל סמלים עבור האלמנטים המכניים וחבורים מכניים ביניהם, מכני עבור אותן מערכות

  

  

  :י הסמל"קפיץ אידיאלי מתואר ע

  

    :י הסמל"מרסן ליניארי אידיאלי מתואר ע

  

  :י הסמל"מסה מתוארת ע

  .ן את מערכת היחוס ההדק הימני מציי

  

  :י"מקור כוח מסומל ע

  

  :           י"ומקור מהירות ע

  

, מול הדק אחד+ י סימן "כוון היחוס למהירות היחסית שבין שני הדקיו של אלמנט מסומן ע

נע במהירות חיובית יותר מאשר ההדק + כאשר ההדק המסומן , אז.  ליד ההדק האחר-וסימן 

חץ בצד האלמנט מציין את .  המהירויות בין הדקי האלמנט חיובי אנו אומרים שהפרש-המסומן 

לגרום לכך שהמהירות של ההדק ליד זנב החץ " נוטה"כאשר הכוח המופעל , כוון היחוס של הכוח

  .תהיה חיובית יותר מאשר זו של ההדק ליד ראש החץ

יהיה ליד ההדק באופן שזנב החץ , בדרך כלל מקובל לבחור כיווני יחוס תואמים לכוח ולמהירות

  +.המסומן 

בתרשים המכני מחוברות בקוים כל הנקודות , במלים אחרות, י קו"חיבור מכני מסומן בתרשים ע

  .שלהן מהירות זהה

  

  :שרטט תרשים מכני עבור המערכת הבאה :1.3 דוגמא
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  :התרשים המכני המתאים הוא

  

 ההדק האחר של הקפיץ ובין, קל לזהות בתרשים את החבורים המכניים בין הקפיץ לבין המסה

ההדק האחר של המרסן מחובר להדק המציין את מערכת היחוס לתנועתה של . לבין המרסן

יש לשים . הסמל מדגיש שהמהירות בנקודה אליה הוא קשור היא מהירות היחוס במערכת. המסה

  . ישנן מהירויות שונותII- וIלב כי בצמתים 

  

  :שני הכללים הבאיםמהאופן בו בנינו את התרשים המכני נובעים 

  .סכום הפרשי המהירות על פני האלמנטים סביב לולאה סגורה שווה אפס  .א

  .י חיצים הנכנסים לצומת שווה לאפס"הסכום האלגברי של הכוחות המצויינים ע  .ב

  

י חץ היוצא מצומת בסימן "י חץ בכוון הצומת בסימן חיובי וכוח מסומן ע"כוח המסומן ע: נסכם

  .שלילי

  . אלו הם השתקפות של חוקי הקינמטיקה והדינמיקה המכניים בתרשים המכנישני חוקים

  

הדמיון הצורני בין משואות האלמנטים המכניים האידיאליים למשואות האלמנטים החשמליים 

מביא לדמיון במשואות , ובין חוקי קירכהופ לחוקי הרשת המכנית שהזכרנו זה עתה, האידיאליים

  .ות ומכניות שהתרשימים המתארים אותן דומיםהמתמטיות עבור מערכות חשמלי

  

י תרשים מכני "תהי נתונה לנו מערכת מכנית הניתנת לתאור ע: נסכם מסקנה זו באופן מפורש

נמיר את התרשים המכני בתרשים .  כולם אידיאליים-מרסנים ומקורות , קפיצים, הכולל מסות

 Kכל קפיץ . Mי של קבולו  בקבל שהערך המספרMי כך שנחליף בתרשים כל מסה "חשמלי ע

במשרן שהערך המספרי של השראותו 
k
1

 בנגד שהערך המספרי של התנגדותו Bכל מרסן . 
B
1

כל . 

. v במקור מתח שערכו המספרי vוכל מקור מהירות , F במקור זרם שערכו המספרי Fמקור כוח 

המעגל החשמלי שהתקבל היא המשואה המתארת את פעולת המשואה הדיפרנציאלית של , עתה

  .המערכת המכנית המקורית

חשיבותה של עובדה זו היא בכך שנוכל לנתח מערכות מכניות בשיטות הקיימות לניתוח מערכות 

 הדיאגרמה האקויולנטיתי המרת התרשים המכני קרוי "התרשים החשמלי שהתקבל ע. חשמליות

  .של המערכת
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הנח שאין חיכוך במערכת . א משואה עבור מהירות המסהמצ, במערכת הבאה :1.4 דוגמא

  .Bהחיכוך שבמרסן להוציא 

  

  

  

  

  

  

  

  :התרשים המכני הוא

  

  

  

  

  

  

  

  

  :והתרשים האקויולנטי החשמלי הוא

  

  :v(t)קל לקבל את המשואה עבור 

∫ =++
t

LO tfIdttvK
dt
tdvM

0

)()()(
  

  :  או

dt
tdftKv

dt
tvdM )()()(

2

2

=+  

)ILO  או הכוח ההתחלתי הפועל על הקפיץ , במעגל האקויולנטי הוא הזרם ההתחלתי דרך המשרן

  ). במערכת המכנית
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 - וv(0) למשואה הדיפרנציאלית יש לצרף את שני תנאי ההתחלה 
dt
dv )0(

שני תנאי התחלה אלו . 

 הגדלים -ימצאו מתוך ידיעת הכח ההתחלתי הפועל בקפיץ והמהירות ההתחלתית של המסה 

 היא v(0)המהירות התחילתית . וקה ההתחלתית של האנרגיה במערכתהקובעים את החל

הנגזרת ההתחלתית , המהירות התחילתית של המסה
dv
dt
( )0

  : תתקבל מתוך הנוסחה

[ ]KOf)0(f
M
1

dt
)0(dv

−=  

  .הינו הכוח ההתחלתי הפועל בקפיץ   fKOכאשר  

  

  

  מערכות מכניות סיבוביות .1.3

  

את המסקנות שנסיק ניתן להרחיב ולהתאים , עם זאת. ביב ציר יחידנדון אך ורק בתנועה ס

  .לתנועה סיבובית כללית יותר

לפיכך נוכל . התאור המתמטי של תנועה סביב ציר אנלוגי לתיאור המתמטי של תנועה לאורך ישר

כת הנעה סביב ציר בדומה לתרשים המכני ששרטטנו עבור לשרטט תרשים מכני עבור מער

עבור התרשימים המכניים הסיבוביים נוכל לשרטט תרשימים חשמליים . מערכות טרנסלטוריות

ונוכל להשתמש בחוקי הרשתות החשמליות כדי להגיע למשואות הדיפרנציאליות , אקויולנטיים

  .הקובעות את תגובת המערכות

  

  . ωהמהירות הזויתית המעבר הוא בתנועה סיבובית משתנה 

  .τ המומנטמשתנה הדרך במקרה זה הוא 

כמו כן . המרסן הסיבובי ויחידת האינרציה, האלמנטים האידיאליים היסודיים הם מוט הפתול

  .ובמקור מהירות זויתית אידיאלי, משתמשים במקור מומנט אידיאלי

  

  :או, τ = Kθ הוא התקן שעבורו מתקיים מוט פתול אידיאלי

(1.19) 
d
dt

kτ ω=  

τהוא המומנט הפועל  ,θזוית הפתול של קצה אחד ביחס לקצה האחר ו -ω היא המהירות 

  .התקן זה אנלוגי מתמטית לקפיץ. הזויתית היחסית של הקצה האחד ביחס לקצה האחר

  

  : הוא התקן שעבורו מתקייםמרסן סיבובי אידיאלי

(1.20) ωτ B=  

  .ם הריסון הוא מקדBכאשר 
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  : היא התקן שעבורו מתקייםיחידת אינרציה

(1.21) τ ω
= I d

dt
 

  . היא האינרציהIכאשר 

  

אנו משתמשים בהם . יש לשוב ולהדגיש שאלמנטים אידיאליים אינם בנמצא בעולם הפיסיקלי

ועלינו להקפיד שיהיה נאמן דיו למערכת ,  שהוא נוח יותר לחקירה מתמטיתלמודלכאבני בנין 

  .המקורית שהוא מייצג

  

  :הסמלים המוסכמים עבור האלמנטים האידיאליים הם

  

  מוט פתול אידיאלי 

  

    מרסן סבובי אידיאלי

  

  ).הדק אחד מציין את מערכת היחוס(אינרציה                                                        

  

          מומנט                                        מקור

 
  מקור מהירות זויתית

  

 מחוברות -במלים אחרות ; בתרשים המכני נחבר בקוים את כל הנקודות המחוברות מכנית זו לזו

  .כל הנקודות שלהן מהירות זויתית משותפת

  

  :חוקי הדינימיקה והקינמטיקה הסיבוביים משתקפים בתרשים המכני לחוקי הרשת הבאים

  .ית על פני האלמנטים סביב לולאה סגורה שווה לאפססכום הפרשי המהירות הזוית  .א

  .י חצים הנכנסים לצומת שווה לאפס"הסכום האלגברי של המומנטים המצויינים ע  .ב

י "ומומנטים המצויינים ע, י חצים נכנסים מסמכים בסימן חיובי"מומנטים המצויינים ע(  

  ).חצים יוצאים מסכמים בסימן שלילי

 במשרן kיש להמיר כל מוט פתול , מלית האקויולנטיתכדי לקבל את הדיאגרמה החש
k
1

;  

 בנגד Bכל מרסן סבובי ; I בקבל Iכל אינרציה 
B
1

 וכל מקור τ במקור זרם τכל מקור מומנט ; 

המשואה הדיפרנציאלית של המעגל החשמלי שהתקבל תתאים . ω במקור מתח ωמהירות זויתית 

  .י התרשים המכני"ערכת המכנית הסיבובית המתוארת עלמ
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  .2I ,1Iמסומנות שתי אינרציות . הציור מתאר מתקן לתנועה סיבובית :1.5 דוגמא

בקצהו האחד הוא . 1B ,2Bי שני מיסבים עם "המוט אחוז ע. kהקטע המקווקו הוא מוט פתול 

  .τי מומנט "מעורר ע

הנח שמאחר ולא נאמר אחרת .  השנישהיא המהירות הזויתית של הקצה, ωמצא משואה עבור 

  .אין לחלקי המוט אינרציה ואלסטיות והם אינם מחוככים, במפורש

  

  

  

  

  

  

  :התרשים המכני המתאים הוא

  

  

  :התרשים החשמלי האקויולנטי הוא

  

  

תתקבל משואה מסדר שלישי עבור .  ניתן למצוא בקלות בשיטת מתחי צומתωאת המשואה עבור 

ω ;ניתן לקבל מידיעת המהירויות הזויתיות , לה המצורפים אליהאת שלושת תנאי ההתח

 גדלים אלו מגדירים 3. ומתוך המומנט ההתחלתי במוט הפתול, ההתחלתיות של שתי האינרציות

  .את החלוקה ההתחלתית של האנרגיה בתוך המערכת
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  מערכות תרמיות .1.4

  

.  חום והולכת חוםקבול: המודל שנתאר להלן מאפשר לתאר שתי תופעות תרמודינמיות בלבד

, אולם; קשה בדרך כלל להעזר בו בניתוח כמותי בשל הקושי לחשב או להעריך את הפרמטרים

  .הוא עשוי לסייע בניתוח איכותי של מערכות תרמודינמיות

קבל חום , האלמנטים האידיאליים שנשתמש בהם במערכות תרמיות הם נגד תרמי אידיאלי

הטמפרטורה משמשת . מקור טמפרטורה אידיאלימקור ספיקת חום אידיאלי ו, אידיאלי

  .במערכות אלו משתנה מעבר וספיקת החום היא משתנה הדרך

  

 הוא התקן שקצב זרימת החום דרכו פרופורציוני להפרש הטמפרטורות בין נגד תרמי אידיאלי

  :שני הדקיו

(1.22) }{q
R
T T= −

1
1 0  

q 1, )קצב זרימת החום( ספיקת החוםT 0 - וTרות ההדקים ו הן טמפרטו-Rההתנגדות התרמית .  

 T הוא התקן אשר כמות החום האגורה בו פרופורציונית להפרש הטמפרטורות קבל חום אידיאלי

  : המשואה ניתנת להכתב בצורה.  קבול החוםC כאשר CT = Q: בינו לבין הסביבה

(1.23) 
dt
dTCq =  

 - היא ספיקת החום לקבל   ו q-כש
dt
dT

  .      הוא קצב שנוי הטמפרטורה שלו

 בלי תלות בספיקת - מקיים טמפרטורה קבועה מראש בין הדקיו מקור טמפרטורה אידיאלי

  .החום דרכו

 בלי תלות בהפרש הטמפרטורות בין - מספק כמות חום קבועה מראש מקור ספיקת חום אידיאלי

  .הדקיו

  

  .למנטים האידיאליים שהוזכרוי הא"מערכות תרמיות מסוימות ניתנות לייצוג ע

  : באופן הבאתרשים תרמי נשרטט 

  ועבור קבל תרמי את הסמל של קבל , נקבע עבור נגד תרמי את הסימול המקובל עבור נגד חשמלי

  .חשמלי

  י             "ומקור טמפרטורה עי                                    " מקור ספיקת חום יסומל ע

  

  .יציין אחד ההדקים טמפרטורת יחוס, רמי ולמקור ספיקת החוםבסמלים לקבל הת

 את כל - במילים אחרות -נחבר בקוים את כל הנקודות הנמצאות בשווי משקל תרמי זו לזו 

  .הנקודות שוות הטמפרטורה

  

  :חוקי התרמודינמיקה ישתקפו בתרשים התרמי בשני החוקים הבאים

  .ה שווה לאפססכום הפרשי הטמפרטורות סביב לולאה סגור  .א

  .סכום ספיקות החום הנכנסות לצומת שווה לאפס  .ב
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מביאה לידי כך שניתן לנתח את התרשים , האנלוגיה בין המודל שבנינו לבין מערכות חשמליות

, נגד חשמליבנגד תרמי נחליף : התרמי באמצעות הכלים המשמשים לניתוח תרשימים חשמליים

  .מקור מתחבמקור זרם ומקור טמפרטורה במקור ספיקת חום , קבל חשמליבקבל תרמי 

  

. 1R -ההתנגדות למעבר חום של הדופן המשותפת .  דופן משותפתםאקווריומילשני  :1.6 דוגמא

קבול החום של כל . 2Rההתנגדות התרמית הכוללת של שאר הדפנות של כל אקוריום היא 

החום  מצוי גוף חימום שספיקת 1Tבאחד האקוריומים שהטמפרטורה בו היא . Cאקוריום הוא 

 באקוריום 2Tומצא משואה עבור הטמפרטורה , שרטט תרשים תרמי עבור המערכת. q(t)שלו 

  .השני

כמוכן נניח שהטמפרטורה ; נניח שקבול החום של דפנות האקוריום זניח, כדי לפשט את הדיון

  . בוחשים את המים בהתמדה-בתוך כל אקוריום אחידה 

  

  ).נניח שהיא קבועה (0Tאת טמפרטורת הסביבה  ו2T ,1T האקווריומיםנגדיר את טמפרטורות 

  :התרשים התרמי הוא

  

  :  היא1Tהמשואה לצומת 

1

21

2

011

R
TT

R
TT

dt
dT

C)t(q
−

+
−

+=  

  : היא2Tהמשואה לצומת 

2

022

1

21

R
TT

dt
dT

C
R

TT −
+=

−
  

  : לפי המשואה השניה במשואה הראשונה ניתן לקבל את המשואה המבוקשת1Tי הצבת "ע

2
2

1

2

2

2

1
2

2
2

2
10

2

1

2
T2

R
R

R
1

dt
dT

1
R
R

C2
dt

Td
CRT2

R
R

R
1)t(q 








++








++=








++  

  

)0( -  ו2T)0( זו יש לצרף את תנאי ההתחלה למשואה
dt

dT2  .  

  .ניתן לקבל את שניהם מידיעת הטמפרטורות ההתחלתיות של האקוריומים

  

  מערכות זרימה .1.5
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עבור מערכות . P ומשתנה המעבר הוא הלחץ Q  הנוזלתבמערכות זרימה משתנה הדרך היא ספיק

, "קבל הידראולי אידיאלי", "נגד הידראולי אידיאלי"זרימה פשוטות ניתן לבנות מודל הכולל 

  ".מקור לחץ אידיאלי"ו" מקור ספיקה אידיאלי", "משרן הידראולי אידיאלי"

  

 הוא ההתקן אשר ספיקת הנוזל דרכו פרופורציונית להפרש הלחצים בין נגד הידראולי אידיאלי

  :הדקיו

(1.24) Q = K∆P   

 ממלא Kכאשר , התקן זה אנלוגי לנגד החשמלי. זוהי אידיאליזציה לאחת מהתכונות של צינור

  ".מוליכות הידראולית"תפקיד של 

  

והוא אנלוגי לקבל במערכות ,  הוא אידיאליזציה של מיכל קבול לנוזלקבל הידראולי אידיאלי

  :בהתקן זה מתקיים: חשמליות

(1.25) dtQ
C
1∆P ∫=  

אם הספיקה לתוך . A של המיכל נניח ששטח החתך. ρנתאר מיכל קבול גלילי לנוזל שצפיפותו 

  :יתקבל לפי, הינו הלחץ ההידרוסטטי, הפרש הלחצים בין קרקעית המיכל לראשו, Qהמיכל היא 

∫===−= Qdt
A
ρg

A
ρgVρghPP∆P 12  

  

  

  . היא צפיפותוρ- גובה פני הנוזל ו h,  נפח המיכלVכאשר 

  

  

  

  :יים בו הקשרמתק.  הוא התקן המייצג תכונה נוספת של צינורמשרן הידראולי אידיאלי

(1.26) 
dt
dQLP H=∆  

כאשר מופעל כוח . ρבצינור זורם נוזל בעל צפיפות ; A ושטח החתך שלו נתבונן בצינור שארכו 

  . בהתאמה לחוק השני של ניוטון-על הנוזל שבצינור הוא מואץ 

dt
dQρ

dt
d(Av)ρ

dt
dvAρ

dt
dvρVmaA∆PF =====⋅=  

dt
dQL

dt
dQ

A
ρ∆P H==⇒  

  

  ).const = A הנחנו בפיתוח(
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 הוא מודל אידיאלי למשאבה המקיימת הפרש לחצים קבוע בין מוצאה לבין מקור לחץ אידיאלי

 .כניסתה
.  הוא מודל אידיאלי למשאבה אשר מקיימת ספיקה קבועה מראש דרכהמקור ספיקה אידיאלי

.  זה עתהכעת נוכל לשרטט תרשים הידראולי אשר בו מופיעים האלמנטים האידיאליים שציינו

  .נחבר בקוים את כל הנקודות שהלחץ בהן זהה

  :חוקי ההידראוליקה ישתקפו בחוקי הרשת הבאים

  .סכום הספיקות הנכנסות לצומת הוא אפס  .א

  .סכום מפלי הלחצים סביב כל לולאה סגורה שווה לאפס  .ב

  

פיקה כאשר הזרם אנלוגי לס, גם עבור מערכות זרימה ניתן לשרטט תרשים חשמלי אקויולנטי

הפתרון שיתקבל עבור המערכת החשמלית . להפרש לחצים) מתח(והפרש פוטנציאלים 

  .האקויולנטית יהא תקף במערכת הזרימה המקורית

 

 השואבת מים ממאגר ומחזירה אותם לאותו Qהציור מתאר משאבה בעלת ספיקה  :1.7 דוגמא

  .דתוך התעלמות מהשפעות כוח הכוב, שרטט דיאגרמה אקויולנטית עבור המערכת. מאגר

  

, הדיאגרמה האקויולנטית המתאימה מתארת את המשאבה כמקור ספיקה אידיאלי

  .ומייחסת התנגדות והשראות הידראולית לכל אחד משני הצינורות שבמערכת

  

  

שרטט דיאגרמה .  שואבת מים ממאגר לשני מאגרים אחריםQמשאבה בעלת ספיקה  :1.8 דוגמא

ליים רק לצינור המחבר בין שני יחס התנגדות והשראות הידראו. אקויולנטית עבור המערכת

  .המאגרים האחרונים
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  :הדיאגרמה האקויולנטית המתאימה היא
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  .בהן טיפלנו, נסכם בטבלה הבאה את האנלוגיה בין הסוגים השונים של המערכות הפיסיקליות

  

מערכת   

  חשמלית

מערכת מכנית 

  טרנסלטורית

מערכת מכנית 

  סיבובית

  מערכת זרימה מערכת תרמית

 משתנה
  מעבר

הפרש מהירויות   Vמתח 
u  

הפרש מהירויות 
  ωזויתיות 

הפרש 
  Tטמפרטורות 

  Pהפרש לחצים 

משתנה 
  דרך

  Qספיקה   qספיקת חום   τמומנט   fכח     iזרם 

  אלמנטים
  
  

  

  נגד
V = Ri  

  
  

  מרסן

f
B
1u =  

  

  מרסן 

τ
B
1ω =  

  
  

  מוליך חום

q
K
1T =∆  

  
 

  "נגד הידראולי"

Q
K
1P =∆  

  משרן  

dt
diLV =  

  קפיץ

dt
dF

k
1u =  

  מוט פתול

dt
dτ

K
1ω =  

  

A
ρlL

dt
dQL∆P

H

H

=

=
  

  קבל  

dt
dVCi =  

 מסה

dt
dumF =  

  אינרציה

dt
dωIτ =  

 קבל חום

dt
dTCq =  

  מיכל קבול

ρg
AC

dt
dPCQ

H

H

=

=
  

  

  

  מקורות מבוקרים .1.6

  

אשר בהם , מקובל להשתמש במשפחה מיוחדת של מקורות אידיאלים, כפי שציינו בתחילת הפרק

לסייע לנו במידול , כפי שנווכח, מקורות מבוקרים עשויים. המוצא תלוי במשתנה מסוים במערכת

שלא ניתנים למידול באמצעות האלמנטים איתם פעלנו ,  והתקנים מסוימיםתופעות פיסיקליות

  .עד כה

למען הפשטות נציג תחילה מקורות מבוקרים ; מקורות מבוקרים שימושיים בכל סוגי המערכות

  .במערכות חשמליות

  

  :קיימים ארבעה סוגים של מקורות מבוקרים

 ביחס ישר במתח כלשהו במערכת  תלוי0V הוא התקן אשר מתח הדקיו מקור מתח מבוקר מתח
'V:  

V0 = µV’ 
   תלוי ביחס ישר בזרם כלשהו 0V הוא התקן אשר מתח הדקיו מקור מתח מבוקר זרם

  :I'במערכת 
Vo = rm I’ 
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   תלוי ביחס ישר בזרם כלשהו 0I הוא התקן אשר הזרם דרכו מקור זרם מבוקר זרם
  :I'במערכת 

I0 = αI’ 

  

   תלוי ביחס ישר במתח כלשהו 0Iשר הזרם דרכו  הוא התקן אמקור זרם מבוקר מתח

  :V'במערכת 

I g Vm0 = '  

  

   :1.9 דוגמא

  : בחלק מתחום פעולתוטרנזיסטורהתרשים הבא הוא מודל שימושי עבור 

  

 צמוד טרנספורמטורי וצמוד גירטורי .1.7

  :טרנספורמטור אידיאליהמערכת הבאה קרויה  .1.7.1

  

  :לאפסקל להווכח שסך כל ההספק הנכנס למערכת שווה 

[ ] 0IVIVIVIVP 21212211input =⋅α+α−=+=  

  .יחס הטרנספורמציה נקרא αהקבוע 

  

 כדי למדוד גם בו 2' נחבר במעגל מס Zeqאיזה אימפדנס . 1I נמדד זרם 1' במעגל מס :1.10 דוגמא

  ?1Iזרם 

  

  :אימפדנס דרך טרנספורמטור" שיקוף"הבעיה היא למעשה 
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(1.27) ( ) 22
2

2
2

2

2

1

1 11/
αααα

α ZZ
I
V

I
V

I
VZeq =−⋅−=⋅−=

−
==  

וונים המסכמים עבור המתחים והזרמים   המופיעים בחישוב מקורם בכי-סימני ה(

  ).בתרשימים

, המערכת האידיאלית שחקרנו זה עתה היא מודל אידיאלי לטרנספורמטור חשמלי רגיל

המודל האידיאלי לא מביא בחשבון הפסדים שונים והשראויות . αבעל יחס לפופים 

  .ניתן להוסיף רכיבים למודל, כדי להביאן בחשבון: בטרנספורמטור הראלי

  

  :גירטור אידיאליתי המערכות הבאות קרויות ש .1.7.2

  

  . סך כל ההספק הנכנס שווה לאפס, בשני המעגלים,  גם כאן

  :במעגל הראשון

Pinput = V1I1 - V2I2 = V1gV2 - V2gV1 = 0  

  

  :ובמעגל השני

Pinput = V1I1 - V2I2 = ri2i1 - ri1i2 = 0  

  

 כדי למדוד 2' נחבר במעגל מס Zeqאיזה אימפדנס . 1Iנמדד זרם ) למטה (1' במעגל מס :1.11 דוגמא

  ?1Iגם בו זרם 

 

(1.28) 
2222

2

2

2

2

1

1 11/
gZ
Z

ZggV
I

gV
gI

I
VZeq ==⋅===  

Z הוא הצמוד של Z.  

  :  נקבלrאם נשתמש בגירטור שבו מקורות מתח מבוקרים עם מקדם , בצורה דומה

(1.29) 2

2

Z
ZrZ eq=  
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  מודלים מיוחדים .1.8

  

הכוללים צמוד , ם הנדסיים שימושייםנתאר כאן מודלים אידיאליים עבור מספר מתקני

  .טרנספורמטורי או גירטורי

  

  תיבת תמסורת אידיאלית .1.8.1

שיחס שיניהם , תיבת התמסורת הפשוטה ביותר היא שני גלגלי שניים הצמודים זה לזה

1:n . כן כמו. ואין חיכוך, )פיתול(בתיבת תמסורת אידיאלית אין תופעות של אלסטיות ,

  .הצירים ושל גלגלי השינייםמזניחים את האינרציה של 

  

  :הדיאגרמה המכאנית של המודל היא

  

  

  

  

  

  

  .זהו צמוד טרנספורמטורי

י הוספת רכיבים מכניים מתאימים "אינרציה ופיתול ניתן לכלול ע, תופעות של חיכוך

  .לתרשים

  

מצא דיאגרמה אקויולנטית עבור המערכת . הציור מתאר תמסורת גלגלי שיניים :1.12 דוגמא

  .n:1: יחס השיניים בגלגלים הוא. ה של גלגלי השיניים ואת הרסון במיסביםשתייצג את האינרצי
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הדיאגרמה האקויולנטית המתאימה כוללת טרנספורמטור אידיאלי בתוספת רכיבים המייצגים 

  .את הריסון ואת האינרציות

  

  אידיאלית) משאבה צנטריפוגלית(טורבינה  .1.8.2

  

ואז הוא מתפקד (ית ולבצע עבודה על נוזל התקן זה עשוי לקבל עבודה מכנית סיבוב

ואז הוא (ולבצע עבודה מכנית סיבובית , הוא עשוי לקבל עבודה מנוזל, כמו כן; )כמשאבה

  ).מתפקד כטורבינה

  

בטורבינה אידיאלית המומנט פרופורציוני ללחץ הנוזל והמהירות הזויתית פרופורציונית 

  . לספיקה

αωQ: המשואות הן β∆PT-  ו=   . קבועיםβ ,αכאשר , =

  

  1P > 2P: הפעלה כמשאבה

  

  

  

  

  

  :הצמוד בתרשים המודל הוא גירטורי
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  :או באמצעות המעגל האלטרנטיבי

  

אז סכום ההספקים הנכנסים שווה . (β = αבמשאבה שבה אין אבדן הספק חייב להתקיים 

  ).לאפס

החלקת הנוזל על פני , פעות של חיכוך במיסב הצירבמשאבה פיסיקלית אין להתעלם מתו

י ”ניתנות לתאור ע, תופעות כגון אלו. פתול בציר ועוד, אינרציה של הלהבים, הלהבים

  .תוספת של אלמנטים סטנדרטיים לתרשים

  

  מנוע לזרם ישר .1.8.3

  

ונניח שההשראה ההדדית ביניהם , במנוע לזרם ישר סליל הרוטור נע ביחס לסליל הסטטור

Mי "ה ע נתונθ= cosMM o  כאשר θהזוית בין הסלילים   .  

(1.30) 
dt

)Mi(d
dt
diLV 21

11 +=  

  

(1.31) 
dt
diL

dt
)d(MiV 2

2
1

2 +=  

  

  

  

  .שני זוגות הדקים חשמליים וזוג הדקים מכני:  זוגות הדקים3המנוע הוא התקן בעל 

  

  

  : האנרגיה האצורה בסלילים היא,מסוימתθעבור

(1.32) 21
2

22
2

112s ii)(MiL
2
1iL

2
1),i,i(dw θ++=θ  
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ההספק המתוסף בכל בל את  נק(1.31)  , (1.30) י שימוש במשוואות " וע(1.32) נגזור את 

  :רגע

(1.33) 
dt

)(dMiiiViV
dt

)(dMii
dt
dii

dt
dii)(M

dt
diiL

dt
diiL

dt
dw

21221121
1

2
2

1
2

22
1

11
s θ

−+=
θ

+



 +θ++=  

  :י"ההספק הנמסר למנוע ניתן גם ע

(1.34) τωiViV
dt

dw
2211

s ++=  

  : שתי הנוסחאות האחרונות נקבלתמהשווא

(1.35) 
( ) ( ) θωθ

θ
θθτω sin0212121 Mii
dt
d

d
dMii

dt
dMii =−=−=  

(1.36) θτ sin021 Mii=  

  .ים לאפסשו, קל לראות שהן המומנט הממוצע והן ההספק המכני הממוצע הנמסר למנוע

נחבר התקן הקרוי , כדי להפיק הספק מכני מן המנוע שאינו שווה בממוצע לאפס

  :י" ינתן עIaבין סליל הרוטור לבין הדקיו באופן שזרם הרוטור " קומוטטור"

(1.37) 




<<
<<−

=
2πθπi
πθ0i

I
2

2
a  

  :נקבל

(1.38) sinθωMiisinθωMIiτω o21oa1 ==  

(1.39) sinθMiiτ o21−=  

  ). שליליω τ(ע חיובי י המנו"עתה ההספק הממוצע הנמסר ע

  

  :הדיאגרמה האקויולנטית של המנוע היא

  

  .נשמר בדרך כלל קבוע, i1לא שרטטנו את מעגל הסטטור מכיוון שהזרם בו 
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מנוע אינרציה הינו מנוע לזרם ישר המעוגן בפלטפורמה ומסובב את הרוטור ביחס  :1.13 דוגמא

הזנח את מומנט האינרציה של המנוע ואת ; מערכתשרטט דיאגרמה אקויולנטית עבור ה. אליה

 אך כלול בדיאגרמה את החיכוך במיסבי -החיכוך בין הרוטור לסביבה ובין הפלטפורמה לסביבה 

  .המנוע

  



 



 1 עמוד: 2פרק     

 מערכות לינאריות בזמן רציף .2

  מבוא .2.1

  .ליניאריות שמקדמיהן קבועים, בפרק זה נפתור משואות דיפרנציאליות רגילות

.  היא משואה אשר כוללת נגזרות לפי משתנה בלתי תלוי אחד בלבדרגילהמשואה דיפרנציאלית 

 -תלוי אחד  ומשתנה בלתי - העירור והתגובה -במשואות שאנו נפתור יופיעו שני משתנים תלויים 

  ).כל הנגזרות תהיינה לפי הזמן(זמן 

 היא משואה שמופיעים בה רק ביטויים ממעלה ראשונה של ליניאריתמשואה דיפרנציאלית 

  .המשתנים התלויים

 היא משואה שבה המקדמים הכופלים את הביטויים של שמקדמיה קבועיםמשואה דיפרנציאלית 

  ).זמןאינם משתנים ב(המשתנים התלויים הם קבועים 

חקירה יסודית של . לשלושת המאפיינים המתמטיים האלה יש משמעות פיסיקלית עמוקה

ולא , מערכת מעשית תגלה שתגובת המערכת עשויה להיות תלויה במשתנים בלתי תלויים אחדים

נוכל להזניח את התלות במשתנים הנוספים רק אם השפעתם על תגובת המערכת קטנה . רק בזמן

ההזנחה הזאת תוביל .  את הבעיה בתחום בו המשתנים הנוספים הם קבועיםאו אם נפתור, מאוד

  .אותנו למשואות דיפרנציאליות רגילות

  

;  כי אורך הזרוע תלוי בטמפרטורה-זמן התנודה של שעון מטוטלת תלוי בטמפרטורה : דוגמא 

ים מהשפעת ומתעלמ,  m/sec2 9.8=gבחישוב המקובל אנו מניחים  .  תלוי במיקוםg כי -ובמיקום 

 החדר על תוהשפעת השינויים בטמפרטור,  בערך קבועg כי על פני כדור הארץ -הטמפרטורה 

  .אורך הזרוע מועטת

  

  :עקרון הסופרפוזיציהמשואה דיפרנציאלית ליניארית מתארת עירור ותגובה המקיימים את 

∑אז התגובה לעירור   t(fi( היא התגובה לעירור yi)t(אם 
=

k

1i
ii )t(fa  היא ∑

=

k

1i
ii )t(ya. 

  

משואה דיפרנציאלית שמקדמיה קבועים היא משואה המתארת מערכת שהמבנה שלה והתכונות 

מערכת הכוללת קבל סיבובי שקיבולו משתנה מרגע לרגע לא (של רכיביה אינם משתנים בזמן 

  ).יאלית שמקדמיה קבועיםי משואה דיפרנצ"ניתנת לתיאור ע
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  משפחת הפונקציות הסינגולריות .2.2

  

  .פונקציות אלו שימושיות מאוד בטיפול במערכות

  

  :פונקצית מדרגת יחידה )1(





<
≥

=− 0t0
0t1

(t)δ 1 

  :פונקצית השיפוע )2(

∫
∞−

−−




<
≥

==
t

12 0t0
0tt

)d(δ(t)δ ττ  

  

)3( )(3 t−δ 2)(  היא האינטגרל של t−δוכו  '.  

  

  ):פונקצית אימפולס(ונקצית ההלם של דיראק פ )4(

)t(
dt
d)t( 1−δ=δ 

(2.1) ∫ ∫
∞

∞−

ε

ε−

=δ=δ 1dt)t(dt)t(          




≠=
=∞→

0t0δ(t)
0tδ(t)

 

  :בפונקציה זו מתקיימות התכונות

(2.2) )0(F)t()t(F)t( δ=δ  

  

(2.3) ∫
∞

∞−

−= ττδτ )d(t)f(f(t)  

  :פונקצית הדובלט )5(

                        )t(
dt
d)t(1 δ=δ  

  ון שיטתי בתחום הזמןפתר .2.3

  

  :המשואה הכללית שנפתור היא .2.3.1

(2.4) nm;(t)ub(t)ya
n

0k

m

0k

(k)
k

(k)
k ≤=∑ ∑

= =

 

  .העירור הוא u(t) - ו התגובה היא y(t)כאשר 

  .y(0)…y (n-1) (0) :תנאי התחלה nקיימים 
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1a:נניח שהמשואה היא בצורתה המצומצמת n ניתן להראות . m < nבדרך כלל נקבל .  =

  . תנאי ההתחלה הנתוניםnעם , יים פתרון אחד ויחידשלבעיה זו ק

  :ניתן לפצל לשני רכיבים, y(t), את פונקצית הפתרון למשואה

(2.5) ( ) ( ) ( )tytyty ui +=  

yi(t) הבעיה ההומוגנית היא הפונקציה הפותרת את:  

(2.6) ∑
=

=
n

0k

)k(
k 0)t(ya  

  .ותנאי ההתחלה הנתונים

yi(t)התגובה לתנאי ההתחלהוהוא קרוי , לה הוא החלק בפתרון הנובע מתנאי ההתח. 

yu(t) עבור ערכים התחלתיים שכולם אפס (2.4)  היא הפונקציה שפותרת את משואה :  

y(0) = 0,  y(1) (0) = 0  ...  y(n-1) (0) = 0.  

yu(t)  התגובה לעירורקרוי.  

  

  .התגובה לתנאי ההתחלההיינו נמצא את , ראשית נפתור את הבעיה ההומוגנית .2.3.2

(2.7) ( ) ( ) ( )∑
=

−=
n

0k

1n1k )0(y),...,0(y:)0(y0)t(ya
k

 

  :ננסה למצוא פתרון מהצורה

( ) t
i Aety λ=  

  . קבועיםA,λכאשר  

  ): ההומוגנית(נציב את הביטוי במשואה 

(2.8) ∑ ∑
= =

λλ =λ=λ
n

0k

n

0k

k
k

ttk
k 0aAeeAa  

  

0Aדרך אחת לקיים את המשואה היא  ) או = ) 0tyi פתרון זה יקיים את תנאי . =

  ).אז אין תגובה לתנאי ההתחלה, ואכן. (ההתחלה רק אם כל ערכי ההתחלה הם אפס

  

  :יקיים את התנאיλ   -דרך שניה לקיים את המשואה היא לדרוש ש 

(2.9) ∑
=

=λ
n

0k

k
k 0a  

∑, λ- בוהפולינום, המשואה האופייניתתנאי זה קרוי 
=

λ
n

0k

k
ka  ,  הפולינום האופייניקרוי.  

tAeאז ,   פותר את המשואה האופייניתλ = λ 0אם  0λפותר את המשואה ההומוגנית.  
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  ):כלומר לשורשים אין כפילות( שרשים שונים nנניח שלמשואה האופיינית יש  .2.3.2.1

  λ1, λ2, . . . . , λn  

  : פונקציות בלתי תלויות ליניאריתnקיימת קבוצה של 

{ }ttt n21 e,....,e,e λλλ  

  

 של הקבוצה היסודיתקבוצה זו קרויה . אשר כל אחת מהן מהווה פתרון למשואה

כל :  של המשואהבסיס למרחב הפתרונותוהיא מהווה , הפתרונות למשואה

למשואה ההומוגנית קומבינציה ליניארית של הפונקציות האלה מהווה פתרון 

וניתן להראות שכל פתרון למשואה ההומוגנית הוא , )מעקרון הסופרפוזיציה(

  .קומבינציה ליניארית של הפונקציות מהקבוצה היסודית

  

  :הפתרון הכללי של המשואה ההומוגנית כאן הוא

(2.10) ∑
=

λ=
n

1j

t
ji

jeC)t(y  

  .כאלה שיתאימו לתנאי ההתחלה  Cjועלינו לבחור מקדמים 

  

  : משואות n המקדמים מקבלים מערכת של n עבור

(2.11) 















λ=

λ=

=

∑

∑

∑

=

−−

=

=

n

1

1n)1n(
i

n

1

)1(
i

n

1
i

C)0(y

C)0(y

C)0(y

A
AA

A
AA

A
A

 

  :מערכת זו יכולה להיכתב בכתיב מטריציאלי באופן הבא

  

(2.12) 

1 1 1 0
0

0

1 2

1
1

2
1 1

1

2
1

1

"
"

# #
"

#
λ λ λ

λ λ λ

n

n n
n
n

n

i

i

i
n

C
C

C

y
y

y− − − −





































=



















( )
( )

( )

( )

( )

 

  

  

וקטור הוקטור שבאגף ימין קרוי . מטריצת ונדרמונדההמטריצה הריבועית נקראת 

  .תנאי ההתחלה

י פעולות שורה "בשיטת קרמר או ע: ותמערכת זו ניתנת לפתרון בדרכים המקובל

  .'וכו, ועמודה
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λבאופן כללי  kהוא מספר מרוכב :  

(2.13) λk = σ + jω 

(2.14) ( ) ( )[ ]tjteeeee ttjttjttk ωωσωσωσλ sincos +=== +  

  

 אנו אומרים שהפתרון σ < 0כאשר  . דועך אנו אומרים שהפתרון σ > 0כאשר 

  ."מתפוצץ“

ה אינה כוללת גדלים השואפים שמטבע, פתרון מתפוצץ זר אמנם לבעיה פיסיקלית

אך בהחלט יתכן שלאחר ליניאריזציה של מערכת פיסיקלית לא ליניארית , לאינסוף

במקרה זה תצא המערכת מתחום . יתקבל מודל שהפתרון לו אינו חסום בזמן

 אקספוננציאלי הפתרון הוא ω = 0כאשר . הליניאריות והמודל לא יהיה מעשי עוד

  ."מתנדנד"לפתרון יש רכיב אחרת אנו אומרים ש: טהור

לבעיה כזו . הם מספרים ממשיים ak בבעיה פיסיקלית ערכי ההתחלה והמקדמים

  :י שימוש בשוויון אוילר"ואכן ע, ממשי  שיהיה y i (t)נצפה לקבל פתרון 

(2.15) e jφ = cosφ + jsinφ 

י "ניתן להראות שניתן להציג את כל החלקים בפתרון הכוללים חזקות דמיוניות ע

  ). בפרק זה4ראה למשל הדיון בסעיף . (ות טריגונומטריות ממשיותפונקצי

  

  :   כאשרy(2) + 5y(1) + 6y = f(t) עבור המשואה   yi(t)מצא  :2.1 דוגמא

y(1) (0) = 2 ,y(0) = 1. 

  והמשואה האופיינית היא , y(2) + 5y(1) + 6y = 0: המשואה ההומוגנית היא

λ2 + 5λ + 6 = 0. 

λ1 = -2 ; λ2 = -3                             
2

15
2

64255
2,1

±−
=

⋅−±−
=λ  

  . ae-2t + be-3t והפתרון הכללי הוא {e-2t ,e-3t}הקבוצה היסודית היא 

  :כאלה שיקיימו את תנאי ההתחלה a,b  נמצא

1 1
2 3

1
2− −

















 =










a
b

  

  :נפתור בשיטת קרמר

   b =
−

− −

=
−

= −

1 1
2 2

1 1
2 3

4
1

4          a =
−

− −

=
−
−

=

1 1
2 3
1 1
2 3

5
1

5  

  .yi (t) = 5e-2t - 4e-3t                : כ"ובסה
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כלומר לשורשים אין ( שרשים שונים nעד כה הנחנו שלמשואה האופיינית יש  .2.3.2.2

 λ3- 2λ2 + λלמשואה  , לדוגמא. יתכן שיופיעו שרשים עם כפילות, אולם). כפילות

  .2  יש כפילות  λ2-כאשר ל , λ2 = 1 - ו λ1 = 0  :   יש שני שרשים0 =

  .iA יש כפילותλiבאופן שלשרש ,  שרשיםrהאופיינית יש למשואה , באופן כללי

∑:   כעת
=

=
r

1i
ii xy , כאשרxi מוגדר באופן הבא:    

(2.16) ∑
−

=

=
1

0

i
i

k

tk
iki etAx

A
λ  

tkמהצורה פונקציות nכאן הקבוצה היסודית כוללת  iet λ , כאשרk=0,...n-1.  

ת המשואות למציאת המקדמים תהיה שונה מבמקרה הפרטי במקרה כללי זה מערכ

  .אך עקרונות שיטת הפתרון יהיו זהים, הקודם

  

  : עבורyi(t)מצא  :2.2 דוגמא

y(3) - 2y(2) + y(1) = f(t)  

  : כאשר

y(2)(0) = 3 ; y(1)(0) = 2 ; y(0) = 2  

 .2 עם כפילות λ2 = 1 - וλ1 = 0והשורשים הם  , λ3 - 2λ2 + λ = 0המשואה האופיינית היא 

  :הקבוצה היסודית היא

{1,et ,tet}  

( )x t A e At
1 1

0
1= =⋅ 

( )x t A e A te2 20
t

21
t= + 

( )y t A A e A te1 20
t

21
t= + +  

  :נמצא את המקדמים

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

y 0 A A 2

y 0 A A 2

y 0 A 2A 3

0
1 20

1
20 21

2
20 21

= + =

= + =

= + =










 

yi(t) = 1 + et + tet:  והפתרון הואA21 = A20 = A1 = 1מכאן 
 .  

  .כמובן פתרון שאינו חסום  זהו
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מקצרים את המקור ,  במעגל0I שבמשך זמן רב זרם קבוע אחרי, t = 0ברגע  :2.3 דוגמא

  .t>0 עבור i(t)מצא . sבאמצעות המתג 

0: במקרה זה מחוק קירכהופ
dt
diLRi =+;     oI)0(i =.  

  .yu(t)וממילא אין , כאן אין עירור

λמכאן  R + Lλ = 0 :המשואה האופיינית היא = −
R
L

.  

  :הפתרון הכללי הוא

t
L
R

i Ae)t(y)t(y −==  

)כדי לקיים את התנאי  ) 0I0y A   יש להציב= I=   :כ"בסה.  0

t
L
R

oi eI)t(y)t(y)t(i
−

===  

  

  

התגובה לעירור כאשר ערכי ההתחלה הם כולם , yu(t)השלב הבא בפתרון הוא מציאת  .2.3.3

  .אפס

  :ני חלקים ניתן להפריד לשyu(t)את   

(2.17) y t y t y tu ss t( ) ( ) ( )= +  

yss(t) הפתרון העמיד היא פונקציה קבועה או מחזורית בזמן והיא קרויה .yt(t) היא 

 אותה קבוצה -קומבינציה ליניארית של פונקציות מהקבוצה היסודית של המשואה 

 הוא להשוות את כל ערכי ההתחלה yt(t)תפקיד . יסודית שמצאנו בפתרון לתנאי ההתחלה

בעוד שערכי ההתחלה של ,  הם לאו דווקא אפסyss(t)ערכי ההתחלה של . ( לאפסyu(t)של 

yu(t)הצורה הכללית של ).  חייבים להתאפסyt(t) זהה לצורה הכללית של yi(t) , אלא

 לפי ערכי ההתחלה yt(t)ניתן לבנות את ,  ידועyss(t)כאשר . שהמקדמים יהיו שונים כמובן

t הוא בדרך כלל פתרון דועך ועבור yt(t)ערכת פיסיקלית במ.  ונגזרותיוyss(t)של  →∞ 

yנקבל  (t) y (t)u ss→ .בדרך כלל , לכןyt(t) בתגובה לעירורהחלק החולף קרוי .  
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  :המשואה הכללית היא

 (2.4)  nm;(t)ub(t)ya
n

0k

m

0k

(k)
k

(k)
k ≤=∑ ∑

= =

 

  :עירור היאוהתגובה ל

(2.18) ∑
=

λ+=
n

1i

it
issu eA)t(y)t(y  

  

  ).בהנחה שאין שרשים עם כפילות( הם שרשי המשואה האופיינית λiכאשר 

  :יתקבלו במקרה כזה מהמערכת הבאהAiהמקדמים .  ידוע לנוyss(t) -נניח ש 

(2.19) 
( )

( ) ( )

( )

( ) ( )














−=
































=

















−−−− 0

011

0

0

1

1

11
1

1 n
ss

ss

n
n
n

nn
t

t

y

y

A

A

y

y
##

"
##

"
#

λλ
 

  

  .רמונדה של המשואהונד-כאשר המטריצה הריבועית היא כמובן מטריצת ה

  

t(y1y( עבור המשואהyu(t)מצא  :2.4 דוגמא 1
)1(

−δ=τ
  .t ≤ 0 כאשר +

  :צורת הפתרון היא

τ−+= t/Ae(t)y(t)y ssu  

  :כאן קל לראות ש

τ=)t(yss  

uuמאיפוס ערך ההתחלה של  y, 0(0)y =+= Aτ  , מקבליםA = -τ .כ"בסה:  

[ ]τ−τ− −τ=τ−τ= tt
u e1e)t(y  

  

שתאפשרנה לנו לפשט ,  במשואות שאנו פותרים yu(t)כאן שלוש תכונות חשובות של נזכיר 

  :פתרונות לבעיות רבות

)אם  )1( )ty
ku היא התגובה לעירורuk(t) , אז התגובה לעירור∑

k
kk tua   היא)(

∑
k

uk tya
k

)(.  

) לעירור אז התגובה, u(t) היא התגובה לעירור yu(t)אם  )2( ) ( )tu n היא ( ) ( )ty n
u.  

  .u(t-t0) היא התגובה לעירור yu(t-t0)אז , u(t) היא התגובה לעירור yu(t)אם  )3(
  



 9 עמוד: 2פרק     

  :המשואה הכללית שאנו פותרים היא

 (2.4) nm;(t)ub(t)ya
n

0k

m

0k

(k)
k

(k)
k ≤=∑ ∑

= =

 

  : ונות הראשונות באופן הבאנוכל לנצל את שתי התכ

  שהוא פתרון התגובה לעירור במשואה, y*(t)אם ידוע לנו 

(2.20) ∑
=

=
n

0k

)k(
k uya  

  :הוא (2.4) אז פתרון התגובה לעירור במשואה הכללית 

(2.21) ∑
=

=
m

0k

)k(
ku *yby  

  . מאשר בצורה ישירה*yדרך  uy נווכח שבמקרים רבים קל למצוא את

  

  : עבורyu(t)מצא  :2.5 דוגמא

y y t t( ) ( ) ( )1
1

1 5+ = +−τ
δ δ  

  . t < 0כאשר 

  

y - מצאנו שהפתרון ל :2.4דוגמא  ב y t( ) ( )1
1

1
+ = −τ

δ הוא [ ]ττ /e1(t)*y t−−=.   

  : מכאן

[ ]y t y t y t e eu
t t( ) * ( ) * ( )( )= + = − +− −5 1 51 τ τ τ  

  :ה לעירור עבור המשואהבסעיפים הבאים נמצא תגוב

 (2.20) ∑
=

=
n

0k

)k(
k uya  

t(u(:  כללי הוא פתרון עבורu-צעד ראשון לקראת פתרון ל 1−δ= ו - )t(u δ= .  

  

  

  :נחפש את התגובה לעירור מדרגה .2.3.4

(2.22) ∑
=

−δ=
n

0k
1

)k(
k )t(ya  

  : ה ישירה נווכח שהביטויי הצב"ע

(2.23) (t)δeA
a
1(t)y(t)y 1

n

1i

tλ
i

0
1u

i
−

=
− 








+== ∑  

  ).שרשי המשואה האופיינית אין כפילות}, λi {-בהנחה של (פותר את המשואה 



  10 עמוד: 2פרק 

  

  : מגדירה המערכתAiאת המקדמים 

(2.24) 

















−

=





































λλλ

λλλ

−−− 0

0
a1

A

A
A111 0

n

2

1

1n
n

1n
2

1n
1

n21

##
"

#

"

 

  

וננציאליות הקומבינציה של הפונקציות האקספ.  והוא גודל קבועyss(t) הוא 0a1 כאן 

  .yt(t)היא החלק החולף 

  

  :נקבל פתרון כללי, אם לשורשי המשואה האופיינית יש כפילות

(2.25) )t(etA
a
1)t(y 1

r

1i

1

0k

tk
i

0
1

i
i

k −
=

−

=

λ
− δ








+= ∑∑

A
 

  

  .כאשר שוב החלק החולף הוא קומבינציה ליניארית של פונקציות מהקבוצה היסודית

 הוא iA -ו ,   היא מספר השורשים השונים של המשואה האופייניתr - y-1(t)-בביטוי ל(

  ).λiהכפילות של 

 y-1(t)ערכי ההתחלה של : אולם העיקרון ישמר, המערכת לקבלת המקדמים תהיה שונה

 חייבים להיות כבמקרה הפרטי yt(t)ולפיכך ערכי ההתחלה של , חייבים להתאפס כולם

): הקודם ) ( )1ni10(0)y;
a
1(0)y i

t
0

t −≤≤=−=.    

  

  :עבור, מדרגההתגובה לעירור , y-1(t)מצא את  :2.6 דוגמא

y y y y t( ) ( ) ( ) ( )3 2 1
13 3+ + + = −δ  

  

  :המשואה האופיינית היא

λ λ λ3 23 3 1 0+ + + =  

31 בכפילות λ1 = -1ופתרונה הוא  =A.  

  : הקבוצה היסודית היא

{e te t et t t− − −, , }2  

  :וצורת הפתרון היא

y t a e a te a t e tt t t
−

− − −
−= + + +1 1 2 3

2
11( ) [ ] ( )δ  
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  :מתנאי ההתחלה

5.0a02aaaa(0)y

1aa0aa(0)y

1a0a1(0)y

33221
(2)
1-

1221
(1)
1-

111

−=⇒=+−−=

−==⇒=+−=

−=⇒=+=−

 

:                                                             כ"ובסה
)t(et

2
1tee1)t(y 1

t2tt
1 −

−−−
− δ



 −−−=

 
  

תגובת האימפולס של מערכת , מכיוון שפונקצית ההלם היא נגזרתה של פונקצית המדרגה

  ).2.3.3   סעיף– )2( ראה תכונה (י גזירת תגובת המערכת למדרגה "יכולה להתקבל ישירות ע

  : אם עבור מערכת מסוימת

(2.26) (t)(t)y
a
1(t)y 1t

0
1 −− 








+= δ  

 :אז תגובת אותה מערכת לאימפולס היא

(2.27) 

(t)(t)y(t)0(t)(t)y

(t)(0)y
a
1(t)(t)y(t)(t)y

a
1(t)y

1
'
t1

'
t

t
0

1t1t
0

0

−−

−−

=⋅+=

=







++′=

′

















+=

δδδ

δδδ
 

)כזכור ( ( ) ( ) ( ) ( )δ δt F t t F= 0;  

y(0)הביטוי 
a
1

t
0

  .התגובה לעירור מדרגה, y-1 של t=0ב מכיוון שזהו הערך ,  מתאפס+

לכן ניתן להתייחס לתגובה לאימפולס כאל . t ≠0העירור האימפולסיבי מתאפס עבור כל  .2.3.5

  . י האימפולס בעירור" עt=0 -תגובה למצב התחלתי מסוים שנוצר ב 

  .נמצא ישירות את התגובה לאימפולס  

(2.28) )t(ya...yay )0(
0

)1n(
1n

)n( δ=+++ −
−  

− -כדי לקיים את המשוואה  ב < <ε εt חייב y(n) הוא עשוי , כמו כן. לכלול אימפולס

ואז הם לא מפריעים לאיזון . (t = 0 -בתנאי שערכם סופי ב, נוספים  לכלול אברים

  ). ערך שני אגפי המשואה הוא אינסופי= t 0 -כי ב, המשואה

)-ב  )ε ε→ = −0 tאם. גזרותיה הוא אפס   ערך הפונקציה וכל נ( )y n כולל

yקיים , )ואברים סופיים נוספים(אימפולס  n( ) ( )− =1 1ε , כי( ) ( )y tn−1 כולל פונקצית

t-מדרגה והוא עשוי לכלול אברים נוספים שערך כולם אפס ב  ערכי הנגזרות מסדר . =0

t=εy התגובה ב נמוך יותר של  ( ),..., y ( )(n 2) (0)− ε ε ,הם עדיין אפס כולם.  
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) המסקנה שניתן להסיק מחקירה זו היא שתגובת האימפולס  )y t0 עבור t >   במערכת0

(2.29) )t(yayay )0(
0

)1n(
1n

)n( δ=+⋅⋅⋅++ −
−  

) -זהה ל  )y ti ,כאשר, התגובה לתנאי ההתחלה:  

(2.30) 0yayay )0(
0

)1n(
1n

)n( =+⋅⋅⋅++ −
−  

  תנאי ההתחלה הם

1(0)y0,(0)y,0,(0)y 1)(n2)(n(0) ==⋅⋅⋅= −−  

  .את הפתרון לבעיה זו אנו יודעים למצוא

  

λאם נניח שלמשואה האופיינית יש שרשים  i)נקבל, )ללא כפילות:  

(2.31) ∑
=

λ=
n

1i

:t
i0 eA(t)y  

  : ניתן למצוא לפיAiכאשר את המקדמים 

(2.32) 



















=







































1
0

0

A

A
A

n

2

1

V #
#

 

  .היא מטריצת ונדרמונדה] V[-כש

ניקח בתור פתרון קומבינציה , אם למשואה האופיינית יש שרשים עם כפילות, באופן כללי

ליניארית של פונקציות מהקבוצה היסודית ונתאים את המקדמים לערכי ההתחלה של 

  :שהם, בעיית תנאי ההתחלה האקוויוולנטית

y(0) 0,....y (0) 0,y (0) 1(n 2) (n 1)= = =− −  

  

  :ה לעירור עבורמצא את התגוב :2.7 דוגמא

)(6y5yy 0
(1)(2) tδ=++  

  

  .דרך תגובת המדרגה )1(
  .λ2 = -2, λ1 = -3 ושורשיה הם λ2 + 5λ + 6 = 0המשואה האופיינית היא   

  :הפתרון הכללי לתגובת המדרגה





 ++= −−

−
2t

2
3t

11 eaea
6
1(t)y  

  :נמצא את המקדמים
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( )

y a a

y a a

−

−

= + + =

= − − =






1 1 2

1
1

1 2

0 1
6

0

0 3 2 0

( )

( )
  

מקבלים 
3
1,

2
1

12 =−= aa.  

) לקבלת )ty0 נגזור את( )ty 1−:  

y t d
dt

y t e e tt t
0 1

3 2
1( ) [ ( )] [ ] ( )= = − +−

− −
−δ  

  

  .דרך בעיית תנאי ההתחלה האקוויוולנטית לבעייתנו )2(
t2

2
t3

10 ebeb)t(y −− +=  









=
















−− 1

0
b
b

23
11

2

1  

  .b2 = 1 ,b1 = -1, כצפוי, ומקבלים

  

  .u(t)נמצא את התגובה לעירור כללי  .2.3.6

  

  :של המערכת) המתואר להלן(התגובה לפולס , yp(t/t')את ראשית נמצא 

(2.33) y a y u tn( ) ( ) ( )+ ⋅⋅ ⋅ ⋅ + =0
0  

  :הפולס הוא הפרש של שתי פונקציות מדרגה

P t t b t t b t t t( / ' ) ( ' ) ( ' ' )= − − − −− −δ δ1 1 ∆  

  

 
  

  

tולכן התגובה לפולס עבור  t t> ′ +   .שווה להפרש התגובות לשתי פונקציות המדרגה ∆′

  :רשי הפולינום האופייני של המערכת שונים זה מזה ונקבלנניח בלי הגבלת הכלליות ששו

( ) ( )[ ]
( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( )∑

∑ ∑

∑∑

=

−

= =

∆−−∆−−−

=

∆−−

=

−

−−













 ⋅⋅⋅+∆−∆=

=−=−=

=







−−+=

=∆−−−−=

n

1i

2
ii

t't
i

n

1i

n

1i

t't't
i

t't'tt't
i

n

1i

t't'tn

1i 0

t't
i

0

11p

t'
2
1t'eAb

e1eAbeeAb

eA
a
1eA

a
1b

t't'tyt'tyb)(t/t'y

i

iiii

ii

λλλ

λλλλ

λλ
i

    

tie1 הביטוי בסוגריים המרובעים הוא פתוח טיילור של ′∆λ−−.  
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, כל פונקציה של הזמן ניתן לקרב לסכום של פולסים המופעלים בזה אחר זה

tכשהאמפליטודה שלהם היא ערך הפונקציה ברגע  t= הקרוב יהיה . הרגע בו הם מופעלים, '

∆מדויק עבור  ′ →t 0.  

 
 

∆ עבור  ′ →t 0:  

(2.34) ∑
=

−
→∆ ∆ →

n

1i

)t'(t
i0t'p t']eA[)(t/t'y iλλ i  

 

 היא סכום התגובות לפולסים (t , 0] לסך כל הפולסים המפעלים ברווח tהתגובה בזמן 

∆וכאשר , הנפרדים ′ →t   :נקבל 0

(2.35) ∫ ∑ 







=

=

−
t n

i

tt
iiu dteAtuty i

0 1

)'( ')'()( λλ  

 תגובת -או במלים אחרות , הביטוי שבסוגריים המרובעים הוא הנגזרת של תגובת המדרגה

't = t -המופעל ב (המערכת לאימפולס 
.(  

  

ניתן להראות שגם במקרה .  שרשים שוניםnעד כאן הנחנו בפיתוח שלמשואה האופיינית יש 

, נקבל כאן את הנגזרת של תגובת המדרגה של המערכת, פילותכאשר יש שרשים עם כ, הכללי

  .היא תגובת האימפולס

(2.36) y t u t y t t dtu

t

( ) ( ' ) ( ' ) '= −∫ 0
0

 

  :ניתן גם לקבל, י שינוי משתנה האינטגרציה"ע

(2.37) y t u t t y t dtu

t

( ) ( ' ) ( ' ) '= −∫ 0
0

 

  

 והן מאפשרות לחשב את התגובה אינטגרל הקונוולוציהשתי הצורות של האינטגרל מכונות 

  .לפי תגובת האימפולס של המערכתלעירור שרירותי 

אם היה קיים . t = 0 - ומניחים שהעירור מתחיל לפעול בt < 0אנו פותרים משואות עבור 

התגובה לתנאי ההתחלה של , yi(t) -השפעתו על הפתרון הכללי תתבטא ב , t > 0 -עירור ב 
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אל תוצאת  כt = 0 -שניתן תמיד להתייחס למצב התחלתי מסוים ב , יש לציין. (המערכת

∞− -פעולתו של עירור שפעל ב  < <t 0.(  

  

 לעירור yu(t)מצא באמצעות אינטגרל הקונוולוציה את התגובה  :2.8 דוגמא

u t t t( ) ( ) ( )= − −− −δ δ1 1   .y(2) + 5y(1) + 6y = u(t) של המערכת 1

  

 
  :2.7דוגמא  את תגובת האימפולס של המערכת מצאנו ב

y t e e tt t
0

2 3
1( ) [ ] ( )= −− −
−δ  

∫

∫

−−−=−=

=−−−−=

−−−−

−

−−−−

min(t,1)

0

3min(t,1)3t2min(t,1)2t3t'3t2t'2t

1-1-1
)t'(t3

t

0

)t'2(t
u

1][ee
3
11][ee

2
1]dt'eee[e

1)]dt'(t')(t')[t'(t]δe[e(t)y δδ
  

  

אינטגרל הקונוולוציה מתאר את תגובת המערכת לעירור כפונקציה של העירור ושל תגובת 

  .בתגובה להלם באות לידי ביטוי כל תכונותיה של המערכת. המערכת להלם

  

  :נדון במשואה.   תגובה מאולצת לסינוסואידה :2.9 דוגמא

( ) 0y(0),ωt(t)sinδ(t)y
τ
1(t)y 1

(0)(1) ==+ −  

  

τ - בעובדה ש נשתמש
δ

/)( tety   :  ונציב לאינטגרל הקונוולוציה=−

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )






 ++−

+
=













−+





 +⋅−=

=












+−==

−

−

′−
′−

−

∫

∫∫

t/τ
2

22

t

0

/t'
22

t

0

/t'
2

t/t/

t

0

/t

0

/τt't/τ
t

0

τ
tt

e
ω
1ωtsin

τω
1ωtcos

ω
1

ωτ
11

1

dt'ωt'sine
ω
1eωt'sin

tω
1

ω
1etcos

ω
1e

dt'ωt'cose
τω
1eωt'cos

ω
1edt't'siney(t)

ττττ

τ

τ
ω

ω
t
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  :י" ניתן לכן עyu(t)החלק העמיד של 

( ) ( ) π)θcos(ωo
ωτ1

τ}ωtτωcosωt{sin
ωτ1

τy
2222ss ++

+
=−

+
=  

θ: כאשר
τω

= −tg 1 1
.  

  

  מערכות מסדר שני .2.4

  

  :המשואה מסדר שני

(2.38) y a y a y u t( ) ( ) ( ) ( )2
1

1
0

0+ + =  

  . שימושית במיוחדy(1)(0) , y(0)עם ערכי התחלה 

ומערכות ; מסה ומרסן, מערכת של קפיץ; קבל ונגד, משואה כזאת מתארת מערכת של משרן

  .נפוצות אחרות

  

aמקובל להגדיר  2 ,a1 n 0 n
2= =ζω ωואז המשואה נכתבת :  

(2.39) y y y u tn n
( ) ( ) ( )2 1 22+ + =ζω ω  

  

  

  :מספר גדלים ממלאים תפקיד מיוחד במערכות מסדר שני

ζω n       מקדם הריסוןקרוי  

1
ζω n

  קבוע הזמןקרוי      

ω ζn 1   התדר הטבעי המרוסןקרוי      −2

ω n       התדר הטבעי הבלתי מרוסןקרוי  

ζ       יחס הריסוןקרוי  
  

  

של , yi(t), נמצא את התגובה לתנאי ההתחלה,  אלהכדי להראות את התפקיד שממלאים גדלים

  .המשואה מסדר שני

  :המשואה ההומוגנית היא

(2.40) 0yy2y 2
n

)1(
n

)2( =ω+ζω+  

  y(0)(0),y(1)                  :עם ערכי התחלה

  :המשואה האופיינית היא

(2.41) λ ζω λ ω2
n2 0+ + =n

2  
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  :ושורשיה הם

(2.42) 
22

222

2,1

11
2

442

ζωζωζωζω

ωωζζω
λ

−±−=−±−=

=
−±−

=

nnnn

nnn

j

 

  

ωnאם  .2.4.1
  . דמיוניζולפיכך , ממשי   a1 = 2 ζωnבמערכת פיסיקלית .  דמיוניωn  אז  0>2

  :השורשים הם

(2.43) 2
1,2 1 ζωζωλ +±−= nn  

 -מכיוון ש 
21 ζζ   .λ1 < 0  ,λ2 > 0  נקבל תמיד  ≥+

  :הפתרון הכללי הוא

(2.44) t
2

t
1i

21 eAeA)t(y λλ +=  

12כאשר  , AA ותאמו לערכי ההתחלהי.  

  

  ".מתפוצץ" חלק מהתגובה לתנאי ההתחלה -מערכת כזאת איננה יציבה 

  

ωנניח  .2.4.2 n
2 ωניקח , בלי להגביל את כלליות הדיון , <0 n > 0.  

ξ  אם  )1( >   . שורשים ממשיים ושליליים2נקבל    1

ξ  אם  )2( =   .נקבל שורש כפול ממשי ושלילי   1

0  אם )3( 1< <ξ    נקבל שני שורשים מרוכבים צמודים שחלקם הממשי שלילי.  

ξ  אם )4( =   .נקבל שני שורשים דמיוניים צמודים   0

− אם )5( < <1 0ξ  נקבל שני שורשים מרוכבים צמודים שחלקם הממשי חיובי.  

ξ  אם  )6( =   .נקבל שורש כפול ממשי וחיובי   1−

ξ  אם )7( <   .נקבל שני שורשים ממשיים וחיוביים  1−

 
  .בשלושת המקרים האחרונים מתקבלים פתרונות שאינם חסומים

  ."ריסון יתרתגובה עם " קרויה )1( התגובה במקרה 

  ". ריסון קריטיתגובה עם" קרויה )2( התגובה במקרה 

  ". תת ריסון עםתגובה" קרויה )3( התגובה במקרה 

  

  :מתקבל פתרון ממשי) )3( מקרה(נראה שבמקרה של תת ריסון 

(2.45) 
t1j

2

t1j

1i

2
nn

2
nn eAeAy






 −−−





 −+−

+=
ζωζωζωζω
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  : בצורה שקולה באופן הבאyi ג אתבמקרה זה ניתן להצי

(2.46) t1sineBt1coseBy 2
n

t
2

2
n

t
1i

nn ζ−ω+ζ−ω= ζω−ζω−  

  .וזאת בהסתמך על שוויון אוילר

  

  :ונקבל,  בתנאי ההתחלהyiנציב את 

(2.47) 






ξ−ω+ξω−=

=

2
2

n1n
(1)

1

B1B(0)y

By(0)
 

  

  . ממשייםB1 ,B2 מקבלים כאן תמיד, בבעיה פיסיקלית שבה ערכי ההתחלה ממשיים

  

  עקומת שורשים .2.4.3

   -מאחר ו 

 (2.43)  2
1,2 1 ζωζωλ +±−= nn  

ωn נקבל עבור
  :י כ0<2

(2.48) { } 2
n

22
nn

22
nn

22 ]1jIm[]1jRe[)(Im)(Re ω=ζ−ω±ζω−+






 ζ−ω±ζω−=λ+λ  

  :י הציור"ל ע" האפשרויות השונות הנ7ולכן נוכל לתאר את 
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  טרנספורם לפלס .2.5

  

שיטת טרנספורם לפלס לפתרון משואות דיפרנציאליות כרוכה בהתמרת המשואה  .2.5.1

למישור ) tבו המשתנה הבלתי תלוי הוא  (ממישור הזמןותנאי ההתחלה הדיפרנציאלית 

, פתרון הבעיה במישור התדר המרוכב, )sבו המשתנה הבלתי תלוי הוא  (התדר המרוכב

  .ואחר כך התמרתה חזרה למישור הזמן

  

  :לטכניקה זו מספר יתרונות על פני הפתרון בתחום הזמן

שור הזמן הופכים למשואה המשואה הדיפרנציאלית ותנאי ההתחלה שבמי )1(

ואנו מורגלים בפתרון משואות אלגבריות , אלגברית במישור התדר המרוכב

  .יותר מפתרון משואות דיפרנציאליות

הפתרון המתקבל במישור התדר המרוכב כולל כחלקים בלתי נפרדים את  )2(

, התגובה החולפת לעירור והתגובה העמידה לעירור, התגובה לתנאי ההתחלה

  .רשים חישוב נפרדוהם אינם דו

  

הקשיים העיקריים המתעוררים בשימוש בטכניקת טרנספורם לפלס הם קשיים בתהליך 

י שימוש "ע. ההפוכה בין מישור הזמן לבין מישור התדר המרוכב-ההתמרה וההתמרה

ניתן להתגבר בקלות יחסית , י ידיעת מספר טרנספורמים יסודיים"בתכונות הטרנספורם וע

  .שנווכח בהמשךכפי , על קשיים אלה

  

כדי להגיע להגדרת טרנספורם לפלס נתבונן תחילה בהצגת פונקציה מחזורית ורציפה  .2.5.2

  .למקוטעין

(2.49) f(t) f(t nT)= +  

  :טור פוריהבעזרת 

(2.50) ∑
∞

=




 π

+
π

+=
1n

nn0 t
T

n2sinBt
T

n2cosAAf(t)   

  

  :   כאשר

 A 1
T

f(t)dt0
T
2

T
2

=
−

∫  

dtt
T

n2f(t)cos
T
2A

2
T

2
T

n ∫
−

π
=; B 2

T
f(t)sin 2 n

T
tdtn

T
2

T
2

=
−

∫
π
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ωנסמן 
π

n
2 n
T

  : ונוכל לכתוב=

(2.51) [ ] [ ]∑∑
∞

=

ωω
∞

=

ω−ω −−++=
1n

tj-tj
n

1n

tjtj
n0

nnnn eeBj
2
1eeA

2
1Af(t)   

  :או

(2.52) tj

1n
nn

tj

1n
nn0

nn e)jB(A
2
1)ejB(A

2
1Af(t) ω−

∞

=

ω
∞

=
∑∑ ++−+=   

  

  :נגדיר

(2.53) ( ) ( )( )










==+≡

≡

∫∫
−−

±

2
T

2
T

tjω
2
T

2
T

nnnnn

00

dtf(t)e
T
1dttωjsintωcosf(t)

T
1)jB(A

2
1C

AC

n∓∓
   

  :הצורה הסופית של הטור היא לפיכך

(2.54) ∑
∞

−∞

ω=
=n

tj
n

neCf(t)  

  :nכאשר לכל 

(2.55) ∫
−

ω−=
2
T

2
T

tj
n dtf(t)e

T
1C n    

  

אולם ניתן להתייחס לפונקציה שאינה ; יה מאפשר הצגת פונקציות מחזוריות בלבדטור פור

Tמחזורית כאל פונקציה בעלת מחזור  ω−נסמן את ההפרש בין . ∞→ n ים עוקבים

d 2
T

ω
π

d וברור שמתקיים = 0Tω →∞ →.  

  , כעת

(2.56) ∫∑
∞

∞−

ω∞→
∞

∞−

ω ωω
π

 →
π
ω

= d)eF(
2
1

2
dT]e[Cf(t) tjTtj

n
n   

 

F(ω) של התמרת פוריה הנה f(t)י" הניתנת ע:  

(2.57) ∫
∞

∞−

ω−=ω dtf(t)e)F( tj    

 מסוימות f(t)מכיוון שעבור פונקציות , f(t)לא ניתן לבצע התמרת פוריה של כל פונקציה 

  . כדי להתגבר על בעיה זו נשנה את הטרנספורם. האינטגרל עלול לא להתכנס
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 : נסמן

(2.58) tf(t)e(t)f~ σ−=  

)σונניח שעבור כל )  ממשיתt < 0     f(t) ≡ 0.  

נבצע התמרת פוריה של 
~f(t):  

(2.59) ∫∫
∞

σ+ω−ω−
∞

==σω
0

)t(jtj

0

f(t)dtedte(t)f~),(F~   

  :עתה

(2.60) ∫
∞

∞−

ω σωω
π

= ),(F~ed
2
1(t)f~ tj   

  

s":   תדר מרוכב"נגדיר עתה  j≡ +σ ω  

  :F(s) טרנספורם לפלס את f(t)עתה נוכל להתאים לפונקציה 

(2.61) dtf(t)eL{f(t)}F(s)
0

st∫
∞

−==   

  :הטרנספורם ההפוך הוא

(2.62) ∫
∞+

∞−

− ==
jσ

jσ

st ds=jdωF(s)  ,  eds
πj

{F(s)}Lf(t)
2
11  

  : נבחרת כך שיתקיים האינטגרלσ -יש לשים לב ש 

 (2.61)  dtf(t)eL{f(t)}F(s)
0

st∫
∞

−==  

   הואF(s).  מינימלית שמתחתיה האינטגרל לא יתקייםσ קיימת f(t)לכל פונקציה 

  : נסכם אם כך,  גדולות מהמינימליתσ רק עבור f(t) לפיכך התמרת לפלס של 

  : היא פונקציה של הזמן ומקיימת את שלושת הדרישותf(t)אם 

)1( 0=f(t) עבור t < 0;  

)2( f(t) רציפה למקוטעין עבור t ≥ 0; 

)3( f(t)היינו ניתן למצוא קבועים סופיים ,  מסדר אקספוננציאליT ,M ,a  כך שיתקיים :  

(2.63) Mf(t)e at <−   

  .t > Tעבור כל   
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  : שלהטרנספורם לפלסניתן להגדיר את , אזי

 (2.61)  dtf(t)eL{f(t)}F(s)
0

st∫
∞

−==  

והחלק הממשי שלו חייב להיות כזה שיבטיח את התכנסות ,  הוא מספר מרוכבs-כש

  ).Re(s) > aכלומר (האינטגרל 

  

 :להלן נוכיח תכונות בסיסיות של טרנספורם לפלס )1(
  :הטרנספורם הוא ליניארי ומתקיים בו עקרון הסופרפוזיציה

L[f: אם (t)] F (s)1 L[f -  ו =1 (t)] F (s)2   : אזי=2

  

(2.64) L[a f (t) a f (t)] a F (s) a F (s)1 1 2 2 1 1 2 2+ = +    

  

  :תכונות גזירה )2(

  

  :אזי. L{f(t)} = F(s): נסמן: גזירה ראשונה  )א

(2.65) 

∫

∫∫
∞

−

∞
−−−

∞

−=−=

−−
∞

==








0

st

0

ststst

0

f(0)F(s)sf(0)dtf(t)es

dts)ef(t)(
0

f(t)edte
dt
df

dt
df(t)L

  

  

נוכיח בעזרת האינדוקציה המתמטית . = F(s) L{f(t)}נסמן :  פעמיםkגזירה   )ב

  :שמתקיים

(2.66) (0)f(0)sf(0)fsf(0)sF(s)s
dt

f(t)dL 1)(k2)(k(1)2k1kk
k

k
−−−− −−−−=











) 

  :או

(2.67) (0)fsF(s)s
dt

f(t)dL (i)
1k

0i

1ikk
k

k

∑
−

=

−−−=










   

  

נניח עתה . הוכחנו זה עתה, כלומר גזירה ראשונה, k=1את נכונות הטענה עבור 

  :מר נניחכלו, k=n-1שהטענה מתקיימת עבור 

(2.68) (0)fsF(s)s
dt

f(t)dL (i)
2n

0i

i2n1n
1n

1n

∑
−

=

−−−
−

−

−=









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  :k=nנראה שמהנחה זו נובע שהטענה מתקיימת עבור 

(2.69) 

∑∑
−

=

−−−
−

=

−

−

−

−

−

−

−

−−





−

=
−









=


















=









1n

0i

(i)i1nn1)(n(i)
2n

oi

i-2-n1n

1n

1n

1n

1n

1n

1n

n

n

(0)fsF(s)s=(0)f(0)fsF(s)ss=

0tdt
f(t)d

dt
f(t)dsL

dt
f(t)d

dt
dL

dt
f(t)dL

   

  .בכך הושלמה ההוכחה בשיטת האינדוקציה

  

  :תכונת אינטגרציה )3(

  

  :אזי, L{f(t)} = F(s)נסמן 

(2.70) dte
s
1f(t)

0s
e)dt'f(t'dte)dt'f(t')dt'f(t'L st

0

stt

0

st

0

t

0

t

0

−
∞−

−
∞

∫∫∫ ∫∫ 





−⋅−

∞
−






=








=











  

  :לפיכך. האיבר הראשון שווה לאפס

(2.71) L f(t' )dt' 1
s

f(t)e dt 1
s

F(s)
0

t
st

0
∫ ∫







= =−

∞

   

  

  :משפט ההזזה בזמן )4(

  

     :אזי. L{f(t)} = F(s)נסמן 

(2.72) 

F(s)e

dt'e)ef(t'dt)ef(tdt)ef(t)}L{f(t

s
0

sst'st

0

st

τ

τ

τ

τττ

−

∞
−−

∞
−

∞
−

=

==−=−=− ∫∫∫   

  כמו כן , f(t) = 0 מתקיים t < 0יש לשים לב שהשתמשנו בהנחה שעבור כל 

  .t` = t - τ: החלפנו את משתנה האינטגרציה

  

  :משפט ההזזה בתדר )5(

  :אזי. L{f(t)} = F(s)נסמן 

(2.73) a)F(sdtf(t)edtf(t)eef(t)}L{e
0

a)t(s

0

statat +=== ∫∫
∞

+−
∞

−−−    

  :משפט הערך ההתחלתי )6(

  :ונוכיח שמתקיים, L{f(t)} = F(s)נסמן 

(2.74) sF(s)limf(t)limf(0)
s0t ∞→→

==    
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(2.75) dte
dt

df(t)f(0)sF(s)
dt

df(t)L st

0

−
∞

∫=−=








  

(2.76) 0dtelim
dt

df(t)dte
dt

df(t)limf(0)]sF(s)[lim st

s
0

st

0
ss

=



==− −

∞→

∞
−

∞

∞→∞→ ∫∫    

 (2.74)  sF(s)limf(0)
s ∞→

=   

sF(s)limהמשפט תקף כאשר קיים הגבול 
s ∞→

.  

  

  :משפט הערך הסופי )7(

)f(t)lim)fונוכיח שאם קיים הגבול , L{f(t)} = F(s)נסמן 
t ∞→

  :   אזי∞=

(2.77) sF(s)limf(t)lim)f(
0st →∞→

==∞    

 (2.75)  dte
dt

df(t)f(0)sF(s)
dt

df(t)L st

0

−
∞

∫=−=








 

( ) ( )( ) f(0))f(dt
dt

df(t)]dte lim[
dt

df(t)dte
dt

df(t)lim 0fssF lim
0

 ts-

0S
00

 ts 

00 SS
−∞====− ∫∫∫

∞

→

∞∞
−

→→
  

(2.78) f(0))f(f(0)sF(s)lim
0S

−∞=−
→

   

 (2.77)  )f(sF(s)lim
0S

∞=
→

   

  :בזמן" מתיחה" )8(

  :אזי. L{f(t)} = F(s)נסמן 

(2.79) ∫∫
∞

−
∞

− >==





=

















0

(as)

0

st 0)(aaF(as),d)ef(adte
a
tf

a
tfL ττ τ  

τ: יש לשים לב להחלפת משתנה האינטגרציה =
t
a

.  

  

  :בתדר" מתיחה" )9(

  :אזי. L{f(t)} = F(s)נסמן 

(2.80) 

( ){ } ( ) ( ) ( )

( ) ( )0,
0

00

>





==

===

∫

∫∫
∞

−

∞
−

∞
−

a
a
sFdef

atdeatfdteatafatafL

a
s

stst

ττ
τ

 

  ).τ = at: החלפת משתנה האינטגרציה(
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  :משפט הגזירה בתדר )10(

  :אזי . L{f(t)} = F(s)נסמן 

(2.81) F(s)
ds
ddtf(t)e

ds
ddte

ds
df(t)dttf(t)etf(t)}L{

0

st

0

st

0

st ∫∫∫
∞

−
∞

−
∞

− ==



=−=−   

  

  :משפט הקונבולוציה )11(

  .L{f(t)} = F(s),(s) L{g(t)} = Gנסמן 

(2.82) dteτ)g(τ)dτf(tτ)g(τ)dtf(tLg(t)}L{f(t) st

0

t

0

t

0

−
∞

∫ ∫∫ 







−=









−=∗  

  :t<0 עבור f(t) = g(t) = 0 -תוך ניצול ההנחה ש 

(2.83) 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )sGsF

degdtetfdegdtetf

dteedtfgedgtftgtfL

stssts

tssst

=

==−=

=−=−=∗

∫∫∫∫

∫ ∫∫ ∫
∞

−
∞

−
∞

−
∞

−−

∞
−−−

∞∞
−

∞

00

'

00

0 00 0

''

dt

τττττ

ττττττ

τττ

ττ

 

  .t` = t - τ: יש לשים לב להחלפת משתנה האינטגרציה

  

  .נחשב עתה את התמרת לפלס לפונקציות נבחרות .2.5.3

)1( f(t) = δ(t-t0).  

(2.84) ∫
∞

−− =−=−=
0

stst
00

0edt)et(t)}t(tL{F(s) δδ   

  L{δ(t)} = 1 ואז t0 = 0במקרה המיוחד 

  

)2( f(t) = δ-1(t).  

(2.85) { } 0)s(Re,
s
1

0s
edte1(t)}L{δF(s)

st

0

st
1 >=

∞
−

=⋅==
−∞

−
− ∫   

  

 (2.71)   שימוש בתכונת האינטגרציהלאותה תוצאה היינו מגיעים גם תוך

∫:     כאשר
∞

− =
t

1 (t)dt(t) δδ.  

)3( f(t) = δ-2(t).  

(2.86) { } 0)s(Re,
s
1

s
(t)}L{δ(t)dtδL(t)}L{δF(s) 2

1
t

0
12 >==









== −
−− ∫  
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)4( f(t) e (t)at
1= −
−δ.  

(2.87) 
as

1dte(t)dtδee(t)}δL{eF(s)
0

s)t(a

0
1

atst
1

at

+
==== ∫∫

∞
+−

∞

−
−−

−
−  

  .(2.73) תוצאה זו יכולה להתקבל מידית ממשפט ההזזה בתדר 

  .Re {s}> -a: תנאי ההתכנסות

  

)5( f(t) = cos (ωt)⋅δ-1(t).  

(2.88) 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )

( ) ( )
22

00

00
1

11
2
1

2
1

2
1

2
1coscos

ωs
s

jωsjωs
dtedte

dteeedtettωtδLsF

tjstjs

sttjtjst

+
=








+

+
−

=+=

=+=⋅=⋅=

∫∫

∫∫
∞

+−
∞

−−

∞
−−

∞
−

−

ωω

ωωω
 

  Re {s} > 0.התנאי להתכנסות האינטגרל הוא 

  

)6(  f(t) = sin (ωt)⋅δ-1(t)  

(2.89) 

( ){ } ( ) ( )

( ) ( )
22

00

00
1

11
2
1

2
1

2
1

2
1sinsin

ω
ω

ωω
ωω

ωω

+
=








+

−
−

=−=

=−===

∫∫

∫∫
∞

⋅+−
∞

⋅−−

∞
−−

∞
−

sjsjsj
dte

j
dte

j

dteee
j

dteωtωt(t)δLF(s)

tjstjs

sttjtjst
-

 

  .Re {s} > 0התנאי להתכנסות האינטגרל הוא 

  

 שווה לאפס ,נו מבצעים התמרת לפלסאלה  , מכאן ואילך נניח שכל פונקציה:הערה

 L{sin ωt}כשנרשום : לדוגמא. מבלי לרשום זאת במפורש, עבור ערכי זמן שליליים

  .L{δ-1(t) sin ωt} -נתכוון ל 

ניתן לקבל את , י שימוש בתוצאות אלו ובתכונות הטרנספורם שהוזכרו קודם"ע

בלי , פתרון בעיותהטרנספורם והטרנספורם ההפוך של רוב הפונקציות השימושיות ב

  .להשתמש בנוסחאות הישירות

  

  :מצא :2.10 דוגמא

L{e-a(t-τ) sin ω(t-τ)δ-1(t-τ)}  

  :ידוע

( ){ } 22sin
ωs
ωtL
+

=⋅ω  

  

  : מקבליםL{e-at f(t)} = F(s+a): )5(  אז לפי תכונה, L{f(t)} = F(s)אם 
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( ){ } 22sin
ωa)(s

ωteL at

++
=⋅− ω  

  :)4(  לפי תכונה, אבל

L{f(t-τ)} = e-sτ F(s) 
  :סופית, מקבלים

    22
s)a(t

a)(s
e)}(tsinL{e

ω++
ω

=τ−ω τ−τ−−    

  :מצא :2.11 דוגמא









+
−

a)s(s
1L 1  

  ). קונבולוציה ()11( נשתמש בתכונה 

  :ניקח

s
1G(s),

as
1F(s) =
+

=  

∫ −=∗=⋅−
t

0

1 )dt')g(t't'f(tg(t)f(t)G(s)}{F(s)L  

  :ידוע

f(t) L {F(s)} e , g(t) L {G(s)} (t)1 at 1
1= = = =− − −
−δ  

[ ]at

at'
att

0

at'at
t

0
1

)t'a(t1

e1
a
1

0
t

e
a

edt'eedt')(t'e
a)s(s

1L

−

−
−

−
−−−

−=

===








+ ∫∫ δ
  

  

  :ניישם את הידע שרכשנו לפתרון המשואה הדיפרנציאלית .2.5.4

 (2.4)  ∑∑
==

=
m

0k

(k)
k

n

0k

(k)
k (t)ub(t)ya    

  .y(n-1) (0), . . . , y(0):  עם תנאי ההתחלה

  

נוכל , U(s) = L{u(t)}לקבל את מכיוון שניתן . ניקח טרנספורם לפלס משני אגפי המשואה

  : הוא הטרנספורם ההפוך שלוY(s) .y(t)לחשב ישירות את 

y(t) = L-1{Y(s)}  
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  :פתור את המשואה :2.12 דוגמא

0
(1) y  y(0),  0y(t)1(t)y ==+

τ
   

                  

  :נבצע התמרת לפלס של שני אגפי המשואה

τ
+

=⇒
1s

y
Y(s) 00Y(s)1ysY(s) 0 =

τ
+−  

y(t)הוא ההתמרה ההפוכה של  Y(s):  

(t)eyy(t) 1

t

0 −
τ

−
δ=  

  

  :פתור את המשואה :2.13 דוגמא

f(t)y(t)1(t)y(1) =
τ

+  

  y(0) = 0                                : עם תנאי ההתחלה

τ+
=

=
τ

+

=
τ

+

1/s
F(s)Y(s)

F(s))Y(s)1(s

F(s)Y(s)1sY(s)

  

  

  .עירור אימפולס: = δ (t) y0f (t)נניח 

  :ונקבל  F(s) = y0 -במקרה זה 

(t)eyy(t)

1s

y
Y(s)

1

t

0

0

−
τ

−
δ=

τ
+

=

  

  

של עירור האימפולס הוא העברת המערכת מתנאי התחלה " אפקט"יש לשים לב לכך שה

הגענו למסקנה זו גם כאשר פתרנו את הבעיה , כזכור. (אפס לתנאי התחלה שאינם אפס

  ).במישור הזמן
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נרשום את משואת הקבל .  Vco  נתבונן בקבל שהמתח ההתחלתי בין הדקיו הוא :2.14 דוגמא

  :שואות כשהן מותמרות התמרת לפלסונרשום את המ, בשני אופנים

  

s
VI(s)

sC
1V(s))dt'i(t'

C
1Vv(t)

CVCsV(s)I(s)
dt

dv(t)Ci(t)

co
t

0
co

co

+=→+=

−=→=

∫

  

  

 בטור שמתחו ההתחלתי אפסי קבל " נוכל לייצג עVcoאת הקבל עם תנאי ההתחלה 

  .י קבל שמתחו ההתחלתי אפס במקביל למקור זרם"או ע, למקור מתח

  

  

בצורה דומה לדוגמא הקודמת .   IL0נתבונן במשרן שהזרם ההתחלתי דרכו הוא  :2.15 דוגמא
  :נקבל

  

0LLI)s(LsI)s(V
dt

)t(diL)t(v −=→=  

  

s
IsV

Ls
sItdtv

L
Iti L

t

L
0

0
0 )(1)()(1)( +=→′′+= ∫  

  
  :הם) עם סלילים שזרמם ההתחלתי הוא אפס(המעגלים האקוויוולנטיים המתאימים 
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  : עבור המשואהy(t)צא מ :2.16 דוגמא
y" + 5y' + 6y = u'  

  

u(t) = e-2t δ-1(t) הופעל העירורבטרם( וידועים תנאי ההתחלה :(  

2s
su(0)sU(s)}L{u'

5s6]5sY(s)[s6Y(s)y(0)]5[sY(s)

(0)]ysy(0)Y(s)[s6L{y}}5L{y'}L{y"6y}5y'L{y"

1y(0)0;(0)y'

2

(1)2

+
=−=

−−++=+−+

+−−=++=++

==

  

  
  : היאY(s) -המשואה האלגברית ל 

1216s7ss
108ss

6)5s2)(s(s
5)2)(s(ssY(s)

2s
5)2)(s(ss5s

2s
s6]5sY(s)[s

2s
s5s6]5sY(s)[s

23

2

2

2

2

+++
++

=
+++
+++

=

+
+++

=++
+

=++

+
=−−++

  

  
  : לשברים חלקייםY(s) נפרק את y(t)כדי למצוא את 

3)(s2)(s
4C3B6A4C]Bs[5AC][As

3)(s2)(s
4]4sC[s3]B[s6]5sA[s

3)(s2)(s
2)C(s3)B(s3)2)(sA(s

3s
C

2)(s
B

2s
A

3)(s2)(s
108ssY(s)

2

2

2

22

2

2

22

2

++
+++++++

=

++
+++++++

=
++

++++++
=

+
+

+
+

+
=

++
++

=

  

  : מכאן









=++
=++

=+

10C4B3A6
8C4BA5

1CA
  

  C = -5,    B=-2,    A =6: ומפתרון המערכת מקבלים

  :מכאן

3s
5

)2s(
2

2s
6)s(Y 2 +

−
+

+
−

+
+

=  

  . ניתן למצוא כעת ישירות מטבלת הטרנספורמים היסודיים ומתכונות הטרנספורםy(t)את 

  t>0  (, y(t) = 6e-2t   -2te-2t - 5e-3tעבור (
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 הוא בדרך כלל חלק בלתי נפרד מפתרון משואות Y(s)תהליך הפירוק לשברים חלקיים של 

יך הכללי של פירוק פונקציה רציונלית לשברים נזכיר לכן את התהל. באמצעות התמרות לפלס

  .חלקיים

  

)-נניח של )1( )P s ,פולינום ב-s ,אזי.  אין שרשים מרובים:  

(2.90) ∑
= λ−

=
λ−⋅⋅⋅λ−

=
n

1k k

k

n1 s
A

)s()s(
1

)s(P
1

   

  :כאשר

(2.91) 
kskk )s(

)s(P
1A

λ=
λ−=    

  

)נניח של )2( )sPונניח ש ,  אין שורשים כפולים- ( )sHהוא פולינום ממעלה נמוכה ממעלת 

( )sP.  

(2.92) ∑
= λ−

=
λ−λ−

=
n

1k k

k

n1 s
A

)s()s(
)s(H

)s(P
)s(H

…
   

  

  :כאשר

(2.93) 
ks

k
k )s(P

)s)(s(HA
λ=

λ−
=   

  

)נניח שמעלת  )3( )H s נמוכה ממעלת( )P s  ,ונניח של-( )P s r שונים   שרשים:  

  λ1  בכפילות n1  ,λ2 בכפילות n2,λ i, ילות   בכפni.  

  

(2.94) ∑∑
= = −

=
−−−

=
r

i

n

k

i

1 1
n

r
n

2
n

1
k)i(s

ikC
r21 )(s)(s)(s

H(s)
P(s)
H(s)

λλλλ …
   

  :כאשר

(2.95) 

i

n
ikn

kn

i
ik

s
P(s)
H(s))(s

ds
d

k)!(n
1C i

i

i

λ=








λ−

−
=

−

−
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)נניח שמעלת  )4( )sH גבוהה או שווה למעלת( )sP . במקרה זה מחלקים את  ( )sH 

)-ב )sP פולינום חדש ומקבלים ,R(s) , בתוספת מנת פולינומים
H s
P s

1( )
( )

 כאשר מעלת 

( )H s1 נמוכה ממעלת( )P s)  . את
H s
P s

1( )
( )

  ). אנו יודעים לפרק לשברים חלקיים

(2.96) 
H s
P s

R s
H s
P s

( )
( )

( )
( )

( )
= + 1   

  

  :פרק לשברים חלקיים את :2.17 דוגמא
3 1 2

3 4
s s s
s s
( )( )

( )( )
+ +
+ +

  

  

  :לפיכך נחלק את הפולינומים זה בזה ונקבל, מעלת המונה גבוהה ממעלת המכנה

3 1 2
3 4

3 12 54 144
3 4

s s s
s s

s s
s s

( )( )
( )( ) ( )( )

+ +
+ +

= − +
+

+ +
  

  ,עתה

54 144
3 4 3 4

1 2s
s s

A
s

A
s

+
+ +

=
+

+
+( )( )

  

  :כאשר

A s s
s s

s

A s s
s s

s

1

2

54 144 3
3 4

3
18

54 144 4
3 4

4
72

=
+ +
+ +

= −
= −

=
+ +
+ +

= −
=

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

  

  :כ"בסה

3 1 2
3 4

3 12 18
3

72
4

s s s
s s

s
s s

( )( )
( )( )

+ +
+ +

= − −
+

+
+
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:פרק לשברים חלקיים את  :2.18 דוגמא
1

1 2 2( )( )s s+ +
  

2
222111

r

1i

n

1k
k

i

ik
2 2)(s

C
2s

C
1s

C
)l(s

C
2)1)(s(s

1 i

+
+

+
+

+
=

−
=

++
∑∑
= =

  

C 1
(1 1)!

d
ds

(s 1) 1
(s 2) (s 1)

s 1

1
(s 2)

s 1
111

0

0 2 2=
−

+
+ +











= −
=

+
= −

=  

C 1
(2 1)!

d
ds

(s 2) 1
(s 2) (s 1)

s 2

d
ds

(s 1)
s 2

1
(s 1)

s 2
121

1

1
2

2
1

2=
−

+
+ +










=−

= +
=−

=
−
+

=−
=−−  

C 1
(2 2)!

d
ds

(s 2) 1
(s 2) (s 1)

s 2

1
s 1

s 2
122

0

0
2

2=
−

+
+ +











= −
=

+
= −

= −  

  :כ"בסה

1
1 2

1
1

1
2

1
22 2( )( ) ( )s s s s s+ +

=
+

−
+

−
+

  

  

  :נתבונן במשואה מהצורה .2.5.5

∑
=

=
n

0k

)k(
k )t(u)t(ya  

  :ונניח שערכי ההתחלה הם כולם אפס

y yn( ) ( ) ( )− = = =1 0 0 0"  

  :ניקח טרנספורם לפלס משני האגפים ונקבל

(2.97) ∑
=

=
n

0k

k
k )s(Usa)s(Y    

  :או

(2.98) 

∑
=

= n

0k

k
ksa

1
)s(U
)s(Y

    

 

( )G s , כאשר , של התגובה לבין טרנספורם לפלס של העירור-היחס בין טרנספורם לפלס

 היחס הזה אינו .פונקצית התמסורתקרוי ,  ונגזרותיו כולם אפסyערכי ההתחלה של 

∑, s-הפולינום ב, לאמתו של דבר.  בעירור עצמו, שאנו רואיםכפי , תלוי k
ksa , הוא

  . הקשור למשואה הדיפרנציאליתהפולינום האופייני
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מתוך , ניתן למצוא מיידית את הטרנספורם של התגובה, כאשר ידועה פונקצית התמסורת

  .ערכי ההתחלה כולם אפסאם ידוע ש, הטרנספורם של העירור

  

)נניח שלמערכת מסוימת יש פונקצית תמסורת  )G s ,ושכל , ונניח שהעירור הוא אימפולס

  :אזי,  ונגזרותיו הם אפסyערכי ההתחלה של 

(2.99)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )Y s G s U s G s L t G s G s= = ⋅ = ⋅ =δ 0 1  

  

 של התגובה לאימפולס של קבלנו את התוצאה שפונקצית התמסורת היא טרנספורם לפלס

  .כאשר ערכי ההתחלה הם כולם אפס, מערכת

  

  :נתבונן במשואה הכללית .2.5.6

 (2.4)  ∑ ∑
= =

=
n

0k

m

0k

)k(
k

)k(
k ubya      

  :עם ערכי ההתחלה

y(n-1) (0), … , y(0)  

  :לפונקצית העירור יש ערכי התחלה

u(m-1) (0), … , u(0)  

  :לקיחת טרנספורם לפלס משני האגפים נקבל משואה אלגברית מהצורהי "ע

(2.100) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y s P s Q s U s P s Q s1 1 2 2+ = +  

( )P s1הפולינומים . הוא הפולינום האופייני של המשואה( )Q s1 ו - ( )Q s2 מקורם 

ניתן לרשום את . ר בהתאמהבביטויים הכוללים את ערכי ההתחלה של התגובה והעירו

  :המשואה האלגברית באופן הבא

(2.101) P (s)Y(s) U(s)P (s) Q (s) Q (s)1 2 2 1= + −  

(2.102) 
��
��	��
�	� (s)P
(s)Q(s)Q

(s)P
(s)PU(s)Y(s)

1

12

1

2 −
+=    

          
          
          
    

  

היחס בין טרנספורם לפלס של התגובה לבין , באופן כללי,  היאפונקצית התמסורת

לה של כאשר מתעלמים מביטויים שמקורם בערכי ההתח, טרנספורם לפלס של העירור

  .התגובה ושל העירור

  :כאן פונקצית התמסורת היא

(2.103) G s
P s
P s

( )
( )
( )

= 2

1

 

תגובה לתנאי 
  ההתחלה

תגובה 
לעירור 
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)השורשים של   )P s2 של פונקצית התמסורת והשורשים של האפסים קרויים ( )P s1 

  .של פונקצית התמסורתהקטבים קרויים 

): פונקציהמקור המונחים האחרונים הוא בתיאור הגרפי של ה ) ( )G s G j= +σ ω מעל 

  .המישור המרוכב

  

פונקצית התמסורת שלה כוללת לפחות קוטב , "מתפוצצת"קל לראות שמערכת שתגובתה 

σהיינו (אחד שנמצא בחלק הימני של המישור המרוכב  > פונקצית התמסורת של ). 0

) s) 0<σ בחלק השמאלי של מישור כוללת קטבים" מתפוצצות"מערכת שתגובותיה לא 

  .בלבד

 

  :נתבונן במערכת  :2.19 דוגמא

  

m d x
dt

B dx
dt

Kx f t

x x x V

2

2

0 00 0

+ + =

= =

( )

( ) , � ( )
  

  

  :ניקח טרנספורם של כל אגף

P(s)
(s)F

P(s)
F(s)X(s)

F(s)KX(s)]xB[sX(s)]VsxX(s)m[s

i

000
2

+=⇒

=+−+−−
  

 הוא הכוח שהיה Fi(t) -  וms2 + Bs + K:  הפולינום האופייני של המערכת הוא- P(s)כאשר 

  . ש על מנת להביא את המערכת מתנאי התחלה אפס לתנאים הנתוניםדרו

  :ברור ש

F t mx t mV Bx ti ( ) ( ) ( ) ( )= + +0 1 0 0 0δ δ  

  :ולכן

F s mx s mV Bxi ( ) ( )= + +0 0 0  
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  :מצא את פונקצית התמסורת המתאימה למשואה :2.20 דוגמא

y" + y' + y = u' + u  

  :כאשר ערכי ההתחלה הם

y(1) (0) = 1,  y(0) = 2, u(0) = 0  

  :האגפיםניקח טרנספורם משני 

s Y s sy y sY s y Y s sU s u U s
Y s s s s U s s
Y s s s U s s s

Y s U s s
s s

s
s s

G s s
s s

2 1

2

2

2 2

2

0 0 0 0
1 2 1 2 1
1 1 2 3

1
1

2 3
1

1
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )[ ] ( )[ ]
( )[ ] ( )[ ]

( ) ( )

( )

( )− − + − + = − +

+ + − − − = +

+ + = + + +

=
+
+ +

+
+

+ +

=
+
+ +

  

  

י לקיחת טרנספורם לפלס משני "אנו רואים שניתן לקבל ישירות את פונקצית התמסורת ע

  .תוך התעלמות מערכי ההתחלה של העירור ושל התגובה, אגפי המשואה

  

כדי לקבל את פונקצית התמסורת של מערכת אין צורך למצוא תחילה את המשואה  .2.5.7

ניתן לקבל ישירות את פונקצית התמסורת של מערכת מתוך . הדיפרנציאלית שלה

כאשר העירור , י מציאת היחס בין התגובה והעירור"וזאת ע, הדיאגרמה האנלוגית שלה

התהליך שיש לבצע למעשה הוא החלפת כל רכיב  .  Aestהוא אות אקספוננציאלי 

 וטיפול ברשת ,)sשיהיה כאן פונקציה של (בדיאגרמה האנלוגית באימפדנס המתאים לו 

האימפדנסים המתקבלת כשם שמטפלים ברשת נגדים לצורך מציאת היחס בין התגובה 

  .לעירור

  

מצא  :2.21 דוגמא
)(
)()(

sV
sIsG   : עבור המערכת הבאה=
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22112
2

2

121

2 1

2
21

2
2

1
1

RL]CRs[R]LCR[Rs
sCR

sL
sLR

sLR
sCR

sLR
sLR

sLsLR
sC

R

sLR
V(s)
I(s)G(s)

++++
=

⋅

+++

+
=⋅

++
==

  

)י חזרה למישור הזמן כאשר "ע(מכאן גם ניתן לקבל את המשואה הדיפרנציאלית 
dt
ds →  

  

( ) ( ) ( )[ ] ( )sIRLCRRsLCRRsssCVR 22112
2

2 ++++= 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tiRtiLCRRtLCi''RRtvCR 221122 +′+++=′  

  :הערה

  .מתעורר ספק היכן נקבעים ערכי ההתחלה, בפתרון משואות בהתמרת לפלס

t -ב, כשהעירור אימפולס ערך התגובה ממש לפני הפעלת העירור, לדוגמא =  מערכה שונה, 0−

t -ב , מיד לאחר הפעלתו = גם לא ברור אם ערכי ההתחלה של העירור נקבעים ) :2.13דוגמא  ( 0+

t -ב  = t -או ב ) ואז הם זהותית אפס (0− = +0.   

אך נקפיד שכל ערכי ההתחלה בבעיה ייקבעו , t = 0ביב נבחר את ההתחלה כרצוננו ס  :הפתרון

  . (2.61) ושאותה נקודה תהיה הגבול התחתון של האינטגרל בנוסחה , באותה נקודה בדיוק

t -בדרך כלל תנאי התחלה נתונים ב  =   . ואז ערכי ההתחלה של העירור שווים לאפס, 0−

  

tלב לכך שמשפט הערך ההתחלתי מספק את הערך בנקודה שים  = +0.  

  

  



 



  

  1עמוד : 3פרק  

  במרחב המצביםרציפות ייצוג מערכות  .3

  

  מבוא .3.1

  

מעברי אנרגיה , בסופו של דבר, התהליכים המתבצעים במערכות פיסיקליות שונות הנם .3.1.1

דוגמה אופיינית לכך היא מעגל תהודה חשמלי בו מתרחשים חילופי . ברכיבי המערכות

  . אנרגיה בין הקבל לבין המשרן

  

רכיבים אוגרי האנרגיה שבמערכת פיסיקלית מידיעת כמות האנרגיה האגורה בכל אחד מה  

, במערכת חשמלית. ברגע מסוים ניתן לקבל כל מידע דרוש על מצב המערכת באותו רגע

ניתן לקבל את כל הזרמים וכל המתחים במערכת מידיעת , משרנים וקבלים, הכוללת נגדים

. )Cv2½ל  ובקבLi2½האנרגיה האגורה במשרן היא (זרמי כל המשרנים ומתחי כל הקבלים 

קבוצת משתנים אשר המשתנים הכלולים בה הם מתחי הקבלים וזרמי המשרנים במערכת 

קבוצת . מאפיינת ומגדירה את מצב המערכת כפי שהוא משתנה בזמן, חשמלית מסוימת

  . של המערכתקבוצת משתני מצבמשתנים כזו נקראת 

  

חוקי (חשמליות מתוך חוקי הרשתות ה.  משתניםnנניח שקבוצת משתני המצב כוללת   

 n משוואות דיפרנציאליות מסדר ראשון עבור nניתן לרשום מערכת של ) ב" וכיוףקירכהו
נוכל לקבל כל גודל הקשור ) ותנאי ההתחלה(מתוך ידיעת העירור למערכת . המשתנים

  .י משתני מצב"הצגת מערכת עהמבנה המתמטי הזה נקרא . למערכת

  

שמלית הם משתני מצב בעלי משמעות מתחי הקבלים וזרמי המשרנים במערכת ח  

ולמעשה קיים מספר , י משתני מצב איננה יחידה"הצגת מערכת ע, אולם. פיסיקלית ברורה

באופן כללי אין הכרח שלמשתנה . אינסופי של דרכים להצגת מערכת באמצעות משתני מצב

ל מצב ש"ההגדרה הפורמלית והמלאה של , לפיכך. מצב תהיה משמעות פיסיקלית מיידית

מצב של מערכת הוא קבוצת משתנים אשר מכילה מידע מספיק : "היא כדלקמן" מערכת

בהנחה שידועים העירורים , על עברה של המערכת כדי לאפשר חישוב התנהגותה בעתיד

  ".למערכת וידועות המשואות המתארות את התנהגות המערכת ומקשרות בין המשתנים



  2עמוד : 3פרק 

העירור הוא מתח .  הנתונהמצא הצגת משתני מצב עבור המערכת החשמלית :3.1 דוגמא

  .y(t) והתגובה המעניינת אותנו היא מתח המוצא u(t)הכניסה 

  

  .Vc1, Vc2ניקח כמשתני מצב את מתחי הקבלים 

  :משואות המעגל הן

  

V
R

C dV
dt

C dV
dt

V
R

R V
R

C dV
dt
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  .Vc1(0), Vc2(0)כמו כן קיימים שני תנאי ההתחלה 

 ,נפתור את שתי המשואות עבור   
dt

dVcl

dt
dVc2ונקבל :  

  

dV
dt

V

R
R 1

R C
V

R C
u(t)

R C

dV
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  :ניתן לכתוב את המערכת בכתיב מטריציאלי באופן הבא
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  :כאשר קיים וקטור תנאי ההתחלה

( )
( )






0V
0V
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]  :י" תתקבל עyהתגובה  ] 







=

2

110
c

c

V
V

y  

  

 כדי להבדילה מהצגות משתני מצב אחרות. יחידה, כאמור, צב איננההצגה זו של משתני מ

  . של המערכתהצגת משתני המצב הפיסיקליתהקיימות עבור אותה מערכת היא קרויה 

  

 המבנה הכללי של הצגת מערכת באמצעות משתני מצב ניתן להיכתב בכתיב וקטורי .3.1.2

  :ומטריציאלי באופן הבא

  :המשואה היא

(3.1) BuxAx +=�  

A  של ההצגההמטריצה הדינמיתהיא מטריצה ריבועית וקרויה .  

xוקטור המצב  הוא וקטור משתני המצב והוא קרוי 

uנטפל רק במערכות עם עירור יחיד. [העירור,  הוא סקלר.[  

Bהוא וקטור עמודה .  

 :שהוא וקטור עמודה, קיים וקטור תנאי התחלה

(3.2) 















=

)0(

)0(
)0(

1

nx

x
x #  

  : י"התגובה תתקבל ע

(3.3) duxCy +=  

  . הוא סקלרd-ו,  הוא וקטור שורהCכאן  

  

בכל הצגות משתני המצב הקיימות עבור מערכת מסוימת קיים אותו מספר מינימלי של   

והמחייבת , עובדה זו נובעת ישירות מהגדרת המצב שהובאה בסעיף הראשון[משתני מצב 

  משתני nי "שמיוצגת ענווכח בהמשך שהמערכת ]. של משתני מצב בהצגהמינימלי מספר 

  . ולהפךnי משואה דיפרנציאלית מסדר "מצב ניתנת לייצוג ע

 
  . בטרנספורמציית דמיוןכדי לקבל הצגת משתני מצב חדשה מתוך הצגה נתונה נשתמש

T−1באופן שקיימת גם ,  מטריצה ריבועיתTתהי 
  

  : וקטור המצב החדשzיהי 

(3.4) x Tz, z T x1= = −    

  :אה מקבלת את הצורההמשו

BuTzATTBu]x[ATxTz 1111 −−−− +=+== ��  

  :כ"ובסה
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(3.5) uBTzATTz 11 −− +=�   

  :כמו כן

(3.6) z(0) T x(0)1= −   

  -ו

(3.7) duzCTduCxy +=+=   

  :נסמן בכוכב את המטריצות והוקטורים של ההצגה החדשה

(3.8) dd T; ;BTB AT;TA **11 === =
−∗−∗ CC   

  :וסך הכל נקבל

(3.9) 
uCy
u

** d z
BzAz

+=

+= ∗∗�
  

  

י משתני פאזה הקשורה ישירות "וחדת הקרויה הצגה עקיימת הצגת משתני מצב מי .3.1.3

 y משתני המצב הם התגובה nבהצגה זו . למשואה הדיפרנציאלית המתארת את המערכת

  .ותיה הראשונות נגזרn-1 -ו

  

  :נתבונן במשואה

(3.10) y a y a y u tn
n

n( ) ( ) ( )+ + ⋅ ⋅ ⋅ + =−
−

1
1

0  

  : תנאי ההתחלהnעם 

  y (0), y (0), , y(0)(n 1) (n 2)− − ⋅ ⋅ ⋅  

  :נגדיר

  

(t)y
dt

dxx

(t)y
dt

dxx

(t)y
dt

dxx

y(t)x

1)(n1n
n

2)(n2n
1n

(1)1
2

1

−−

−−
−

==

==

==

=

#  

  :המצב הואוקטור 
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 משואות nאת המשואה הדיפרנציאלית המקורית נוכל להחליף כעת במערכת של 

  :דיפרנציאליות מסדר ראשון באופן הבא

(3.11) 


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n1n2110n
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1−n  המשואות הראשונות מתקבלות מידית מתוך הגדרת המשתניםxi . המשואה

  .מחדש של המשואה הדיפרנציאלית המקוריתהאחרונה היא כתיבה 

  

  : בכתיב מטריציאלי(3.11)  ניתן לרשום את מערכת המשואות

        

(3.12) u(t)
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          :כאשר קיים וקטור תנאי ההתחלה

(3.13) 

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
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  :וך המשואה תתקבל מתyוהתגובה 

(3.14) [ ]















=

n

1

x

x
010y #"   

 .זוהי הצגת משתני המצב המבוקשת
  

  :י המשואה הדיפרנציאלית הכללית יותר"נציג באמצעות משתני מצב מערכת המתוארת ע .3.1.4

(3.15) )(

0

)(

0

k
m

k
k

k
n

k
k ybya ∑∑

==

=   

):עם תנאי התחלה, ) n > mנניח ( ) ( ) ( )0,,01 yy n …−      

יף הקודם מכיוון שהיא אינה מאפשרת לא נוכל להשתמש במישרין בשיטה שתוארה בסע

  .u(t)לבטא נגזרות של 
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. 2.3.3 כדי לקבל הצגת משתני מצב למערכת זו נשתמש בתכונות התגובה לעירור שהוזכרו בסעיף

  את המערכת, בשיטה שתוארה למעלה, נציג באמצעות משתני מצב. 2שבפרק 

(3.16) ( ) ( )a y u tk
k

k 0

n

∗ =
=
∑  

  .x1=y*,  x2=y*(1), ..., xn = y*(n-1)כאשר משתני המצב הם 

כדי להשלים את ההצגה נצטרך לקבל את וקטור תנאי . C באמצעות הוקטור *y נקבל מתוך yאת 

 ,y(0)מתוך הערכים הנתונים  , y*(0), ... ,y*(n-1)(0) הכולל את הרכיבים x*(0)ההתחלה 

...,y(n-1)(0).  

  

 :י המשואה"מצא הצגת משתני מצב עבור מערכת המתוארת ע :3.2 דוגמא

y(2) + 2y(1) - 3y(0) = u(1) + 2u(0)        
  :כאשר נתונים ערכי ההתחלה

y(1)(0) = 1,  y(0) = 0 
  

  :נציג את

y*(2) + 2y*(1) - 3y* = u 
  :קיים

y = y*(1) + 2y* 
  :ההצגה היא
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  :נותר לנו למצוא את וקטור תנאי ההתחלה

( )
( )

( )
( )

x 0

x 0

y * 0

y * 0
1

2
(1)
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( ) ( ) ( ) ( )y 0 y * 0 2y * 0 01= + =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y 0 y * 0 2y * 0 11 2 1= + =  

  :כמו כן קיים

( ) ( ) ( ) ( ) ( )y * 0 2y * 0 3y * 0 02 1+ − =  

  :או

( ) ( ) ( ) ( ) ( )y * 0 3y * 0 2y * 02 1= −  
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  :לכן

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

y 0 y * 0 2y * 0 0

y 0 3y * 0 2y * 0 2y * 0 3y * 0 1

1

1 1 1

= + =

= − + = =




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  :מכאן

( )

( ) ( )

y * 0 1
3

y * 0 2
3

1

=

= −
 

  :כ"ובסה
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  פתרון משואות מצב בתחום הזמן .3.2

  :המבנה של הצגה באמצעות משתני מצב הוא .3.2.1

(3.17) 
( )





+⋅=
+=

0x
duxy

BuxAx
C

�
 

 מתוך הצגת המערכת באמצעות y(t) -טרת תהליך הפתרון היא מציאת ביטוי מפורש למ

  .וקטור המצב, t(x(ר עבולשם כך יהיה עלינו למצוא ביטוי מפורש . משתני מצב

הוא אלטרנטיבי ,  משואות דיפרנציאליות מסדר ראשוןnתהליך זה של פתרון מערכת בת 

  .ינת את המערכת המאפיnלפתרון המשואה הדיפרנציאלית מסדר 

  : ניתן להפריד לשני חלקיםx(t)את 

(3.18) x(t) x (t) x (t)i u= +  

)(txi נובע מתנאי ההתחלה (ZIR) ו - )(txu מקורו בעירור  (ZSR).  

  .txi)(נחפש את  .3.2.2

xi(t)פותר את המערכת   xAx   :t=0 לטור טיילור סביב x(t)תח את נפ. x)0( עם�=

(3.19) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) "" +++++= 0x
k!
t0x

2!
t0x

1!
t0xtx k

k
2

2
10  

  :אבל

  x(0)(0) = x(0) 

  x(1)(0) = Ax(0) 

  x(2)(0) = A2x(0) = Ax(1)(0) 

   : 

  x(n)(0) = Anx(0) 
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  :ולכן

(3.20) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x t x 0 t
1!

Ax 0 ... t
k!

A x 0 ...

I tA
1!

tA
2!

...
tA
k!

... x 0

k
k

2 k

= + + + + =

= + + + + +












 

  . היא מטריצת היחידהIכאשר 

  :חיב את הגדרת האקספוננט עבור מטריצותאם נר, כעת

(3.21) 
( ) ( )

e I tA
1!

tA
2!

...
tA
k!

...At
2 k

≡ + + + + +  

  :נוכל לרשום

  ( ) ( )x t e x 0At=  

�xבצורה אנלוגית לחלוטין לפתרון המשואה הסקלרית  ax=.  

  :מכאן

(3.22) ( ) ( )x t e x 0i
At=  

נציג שתי . י פתוח לטור אינסופי" מעורר קשיים כך שהוא מתבצע עeAtתהליך החישוב של 

  .שיטות להתגבר על קושי זה

  :כלומר למשואה.  ערכים עצמיים שוניםnיש , n ממימד Aנניח שלמטריצה הריבועית  )1(

(3.23) det[λI-A]=0 

λ שרשים שונים nיש      i .ניתן להראות שניתן לרשום:  

(3.24) e AAt
k

k

k 0

n 1

=
=

−

∑α  

 : מקיימיםαkכאשר המקדמים     

(3.25) e t
k i

k

k 0

n 1
λ α λi =

=

−

∑  

λ השורשים nעבור כל      iשל המשואה האופיינית .  

  .eAtונוכל לחשב את , αk נעלמים עבור המקדמים n -משואות ב n נקבל מערכת של     
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  :חשב :3.3 דוגמא

e

0 6
1 5

t
− −















  

  :המשואה האופיינית היא

( ) 06565
51

6 2 =++=++=
+
−

λλλλ
λ

λ
 

λשורשיה הם  λ1 22 3= − = −,.  

  :מקבלים מערכת

( )
( )

e 3

e 2

3t
0 1

2t
0 1

−

−

= + −

= + −







α α

α α
  

  :ופתרונה

α

α
0

2t 3t

1
2t 3t

3e 2e
e e

= −

= −







− −

− −
 

  :עכשיו

e I A
0

0
0 6

5

3e 2e 6e 6e
e e 2e 3e

At
0 1

0

0

1

1 1

2t 3t 2t 3t

2t 3t 2t 3t

= + =








 + − −











=
− −

− + − +













− − − −

− − − −

α α
α

α
α

α α
 

n λכלומר קיימים ,  ערכים עצמיים שוניםn יש Aנניח שוב שלמטריצה  )2( i שונים 

  :המקיימים

(3.26) [ ]det I A 0λ − =  

  :nנבנה את המטריצה הריבועית אלכסונית ממימד 

(3.27) 



















λ

λ
λ

=Λ

n

2

0

0
1

%
 

  :nואת המטריצה הריבועית ממימד 

(3.28) [ ]U u u un= 1 2, ,...,   

  . A של המטריצה iu הן הוקטורים העצמיים עמודותיהאשר 

iu הם הוקטורים המקיימים:  

(3.29) Au ui i i= λ  
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  :ניתן להראות שקיים. U -המטריצה ההפכית ל, U-1כמו כן נחשב את 

(3.30) A U U 1= −Λ  

eי פתוח לטור את "נחשב ע eAt U U t1

=
−Λ

:  

(3.31) 
( ) k

0k

k1
tUUAt t

k!
UUee

1

∑
∞

=

−
Λ Λ

==
−

 

  :אבל

(3.32) ( ) 1k111k1 UUUUUUUUUU −−−−− Λ=ΛΛΛ=Λ "  

  :ולכן

(3.33) e U U
k!

t U t
k!

U Ue UAt
k 1

k 0

k
k k

k 0

1 t 1= =








 =

−

=

∞

=

∞
− −∑ ∑Λ Λ Λ  

  :למטריצה אלכסונית קייםומאחר 

(3.34) 
















=
















λ

λ

λ

λ

t

t

n

1

n

1

e0

0e

0

0

e

%%  

  .eAt -מתקבלת תוצאה פשוטה ל

מצא   :3.4 דוגמא
t

e 51
60








−−

.  

λ -מצאנו בדוגמה הקודמת ש λ1 22, 3= − = −  

  :u1נמצא את 

Au u1 1 1= λ  

0 6
1 5

a
b

2
a
b

1

1

1

1− −

















 = −











 

6b 2a
a 5b 2b

1 1

1 1 1

= −
− − = −


  

  .3b1=a1- יחידה  מקבלים משואה

  :ניקח

u
3

11 =
−









 
  :u2נמצא את 

Au u2 2 2= λ  

0 6
1 5

a
b

3
a
b

2

2

2

2− −

















 = −










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6b 3a
a 5b 3b

2 2

2 2 2

= −
− − = −


  

  .2b2=a2-מקבלים משואה יחידה 

    :ניקח

u
2

12 =
−









 

  :קבלנו

[ ]U u ,u
3 2

1 11 2= =
− −









 
  -קל למצוא ש

U
1 2

1 3
1− =

− −









 
  :ומכאן

e
3 2

1 1
e 0
0 e

1 2
1 3

3e 2e
e e

1 2
1 3

3e 2e 6e 6e
e e 2e 3e

At
2t

3t

2t 3t

2t 3t

2t 3t 2t 3t

2t 3t 2t 3t

=
− −

















− −









=
− −









−







 =

− −
− + − +











−

−

− −

− −

− − − −

− − − −

 
  .:3.3דוגמא  ב, הפתרון זהה לזה שמצאנו בשיטה הראשונה, כצפוי

  

)נמצא את  .3.2.3 )txu ,התגובה לעירור.  

( )x tuפותר את המערכת :  

(3.35) ( )



=
+=

00x
BuxAx�

 

  :שהפתרון הוא, י הצבה ישירה במשואה"ע, נוכיח

(3.36) ( ) ( ) ( )x t e Bu t dtu
A t t

0

t

= ′ ′− ′∫  

  :קיים

(3.37) ( ) ( ) ( )d
dt

f t, t dt f t, t
t

f t, t dt
0

t

0

t

′ ′ = + ′ ′∫ ∫
∂
∂
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  :לכן

(3.38) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) BuxAtdtBueAtBu

tdtBuAetBuetx

u

t

0

ttA

t

0

ttAttA
u

+=′′+=

′′+=

∫

∫

′−

′−−�
 

  :נוודא שהוא מקיים את תנאי ההתחלה. אנו רואים שהפתרון מקיים את משואת המצב

(3.39) ( ) ( ) ( )∫
=

′− ≡′′=
0t

0

ttA
u 0tdtBue0x  

  :נוכל כעת לרשום את הפתרון הכללי למערכת .3.2.4

(3.40) 
( )





+=
+=

0x
duCxy
BuxAx�

 

  :הפתרון הוא

(3.41) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ′′+= ′−
t

0

ttAAt tdtBue0xetx  

duxy +⋅= C  

  ,u(t)=δ0(t) לעירור y(t)מצא את התגובה  :3.5 דוגמא

  :כאשר

u
0
1

x
51
60

x 







+








−−

=�  

[ ]y 0 3 x=  

  :ונתון

( )x 0
0
1

=







  

x x xi u= +  

x e
0
1

3e 2e 6e 6e
e e 2e 3e

0
1

6e 6e
2e 3ei

0 6
1 5

t 2t 3t 2t 3t

2t 3t 2t 3t

2t 3t

2t 3t=







 =

− −
− + − +

















 =

−
− +











− −










− − − −

− − − −

− −

− −
 

( ) ( )x e B t dt e
1
0

3e 2e
e eu

A t t
0

0

t
At

2t 3t

2t 3t= ′ ′ =







 =

−
− +











− ′
− −

− −∫ δ  

x x x
9e 8e

3e 4ei u

2t 3t

2t 3t
= + =

−

− +













− −

− −
 

[ ]y 0 3 x 9e 12e2t 3t= = − +− −  
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  פתרון בתחום התדר .3.3

  :הצגת מערכת באמצעות משתני מצב היא .3.3.1

(3.42) 
( )





+=
+=

0x
duCxy
BuxAx�

 

נעזר בהתמרת , nכשם שנעזרנו בשיטות התמרת לפלס בפתרון משואה דיפרנציאלית מסדר 

  :ניקח התמרת לפלס מהמשואה. לפלס כדי לפתור את מערכת משואות המצב

(3.43) ( ){ } ( ) ( )0xsXstxL −=�  

(3.44) { } ( ) ( )sBUsXABuxAL +=+  

  :שואה שתתקבל היאהמ

(3.45) ( ) ( ) ( ) ( )sBUsXA0xsXs +=−  

  :X(s)נבודד את 

(3.46) [ ] ( ) ( ) ( )sBU0xsXAsI +=−  

(3.47) ( ) [ ] ( ) [ ] ( )sBUAsI0xAsIsX 11 −− −+−=  

  :כעת

(3.48) 
( ) ( ) ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( )
( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( )sdUsBUAsI0xAsIsY

sdUsBUAsI0xAsIsdUsXsY
11

11

+−+−=

+−+−=+=
−−

−−

CC

CCC
 

  . כפונקציה של ההתמרה של העירור ושל ערכי ההתחלהY(s)קבלנו את 

,  של מערכת היא היחס בין ההתמרה של התגובה להתמרת העירורפונקצית התמסורת

  :קל לראות שמקבלים. אשר ערכי ההתחלה הם אפס כולםכ

(3.49) ( ) [ ] dBAsIsG 1 +−= −C  

  

גילינו כאן דרך למציאת פונקצית התמסורת של מערכת ישירות מתוך הצגת משתני המצב 

מתוך פונקצית התמסורת ניתן לקבל בקלות גם את המשואה הדיפרנציאלית . שלה

  .המתארת את המערכת

  :מאלגברה ליניארית ידוע ש

[ ] [ ]
[ ]

sI A
Adj sI A
det sI A

1− =
−
−

−  

או במלים אחרות ,  הוא המכנה של פונקצית התמסורתdet[sI-A] -כאן רואים בעליל ש

  שרשי המשואה האופיינית הם לפיכך שרשי המשואה. הפולינום האופייני של המערכת

 det[sI-A]=0. 

י משתני מצב ניתן להגיע לפונקצית התמסורת של "מכל ההצגות השונות של מערכת ע

דרך שיטתית לבדוק האם שתי הצגות משתני מצב שונות מתארות מערכת , לכן. ערכתהמ

  .י בדיקה אם הן מוליכות לאותה פונקצית תמסורת"היא ע, זהה
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 היא מטריצה אלכסונית Aניתן לקבל הצגות משתני מצב שבהן המטריצה הדינמית  .3.3.2

הצגות ת הצגות כאלה קרויו.  של המערכתG(s)ישירות מתוך פונקצית התמסורת 

  .אלכסוניות

  .ונניח שכל שרשי המשואה האופיינית שונים זה מזה,  לשברים חלקייםG(s)נפתח את 

  :נקבל

(3.50) ( )G s p
p

s s
p

s s
p

s s0
1

1

2

2

n

n

= +
−

+
−

+ +
−

L  

  :ניקח )1(

(3.51) [ ] 0n1

n

2

1

pd ,ppC ,
1

1
 B,

s
0

s
0s

A ==















=



















= "#
%

 

 נווכח שקבלנו הצגת משתני מצב המתארת את המערכת G(s)=C[sI-A]-1B+dי חישוב "ע

  .G(s)שפונקצית התמסורת שלה היא 

  :חניק )2(

(3.52) 0

n

1

n

1

pd ,111C ,
p

p
 B,

s0

0s
A =



=
















=
















= "#%  

הצגה זו . G(s)גם הצגת משתני מצב זו מתאימה למערכת שפונקצית המעבר שלה היא 

  . של מערכת באמצעות משתני מצבההצגה הקנונית האלכסוניתקרויה 

  

י המשואה "מצא הצגת משתני מצב קנונית עבור המערכת המתוארת ע :3.6 דוגמא

  :הדיפרנציאלית

( ) ( ) ( )y 5y 6y 4u 9u2 1 1+ + = +  

  .y(1)(0);y(0)=1  ההתחלה עם תנאי

  :פונקצית התמסורת של המערכת היא

( )G s 1
s 2

3
s 3

=
+

+
+

 

  :ההצגה הקנונית היא

u
3
1

x
30
02

x 







+








−

−
=� , y = [1    1] x 

  .x)0(עלינו למצוא את 
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( ) [ ] ( ) ( ) ( )
( ) ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( ) [ ] ( )

[ ] ( ) ( ) ( )

y 0 1 1 x 0 x 0 x 0 1

y 0 1 1 x 0 1 1 Ax 0 1 1
2 0

0 3
x 0

2 3 x 0 2x 0 3x 0 2

1 2

1 1

1 2

= = + =

= = =
−

−










= − − = − − =













 

  :מכאן

( ) ( )

( )

x 0 4; x 0 5

x 0
5
4

2 1= − =

=
−










 

  .בכך הושלמה ההצגה הקנונית

  

קל לראות שתופעה זו קיימת .  בהצגת משתני המצבd=0התקיים , נובכל הדוגמאות שפתר: הערה

  . בכל המערכות אשר מעלת המכנה של פונקצית התמסורת שלהן גדולה ממש ממעלת המונה

  :במשואה הדיפרנציאלית המתארת את המערכת, במלים אחרות

( ) ( )a y b uk
k

k 0

n

k
k

k 0

m

= =
∑ ∑=  

  .m<n גורר d=0קיום 

  מידית לאותות בכניסה וזמן העלייה מאחר ובמציאות אין המערכת מגיבה 

)rise time (חייב , של אות היציאה אינו אפסdלהיות אפס במערכות מעשיות .  

  

אחד היתרונות . עד כה עסקנו בתיאור מערכת עם כניסה אחת ויציאה אחת בעזרת משתני מצב .3.4

של תאור בעזרת משתנים כאלה הוא בעובדה שניתן להכליל תאור זה למקרה של מערכות 

  . דהיינו מערכות עם מספר כניסות ומספר יציאות, ליניאריות רבות משתנים

  

אם המערכת .  y1, y2 ... ym ואותות היציאה u1, u2 ... uAנתבונן במערכת בעלת אותות הכניסה 

  : נגדיר. x1, x2 ... xn משתני המצב nי " נוכל לייצגה עnהיא מסדר 

(3.53) 













=














=
















=

A

###
u

u
u,

y

y
y,

x

x
x

1

m

1

n

1

 

  :ונקבל את ההצגה

(3.54) 




+=
+=

uDxCy
uBxAx�

 

  .בהתאמה, )Amx (-ו) nxn( ,)Anx( ,)mxn( הן D - וA B  ,Cכשהמטריצות 

 s(Y( לתת את U)s(י כפל בוקטור ההתמרה "התמסורת של מערכת זו אשר אמורה ע" פונקצית"
מערכת ובמקרה הנדון הנה מטריצה זו נקראת מטריצת התמסורת של ה. חייבת להיות מטריצה
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בה מציין את פונקצית התמסורת של הערוץ ) i,j (-האבר ה. ות עמודA - שורות וmמטריצה של 

  .-i ליציאה הj-המחבר את הכניסה ה

  :ל נקבל כי"י הפעלת התמרת לפלס על מערכת משואות המצב הנ"ע

(3.55) ( ) ( ) ( ) ( )0xsBUsXAsXs ++=  

  :כאן

(3.56) ( ) [ ] ( ) [ ] ( )011 xAsIsBUAsIsX −− −+−=  

  :או

(3.57) ( ) [ ][ ] ( ) [ ] ( )011 xAsICsUBAsICDsY TT −− −+−+=  

 נמצא x)0=(0מתוארת עבור מקרה בו ) בדומה לפונקצית התמסורת(מאחר ומטריצת התמסורת 

  :י"כי מטריצת התמסורת ניתנת ע

(3.58) ( ) [ ] DBAsICG +−= −1s  
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 יציבות וניתוח מערכות בתחום התדר .4

  בודהותתגובת תדר ועקומ .4.1
  .של מערכת היא תאור תגובתה של המערכת לעירור סינוסואידלי במצב היציב" תגובת התדר"

נעורר . s - שהיא מנת פולינומים בG(s)נניח שלמערכת יציבה מסוימת יש פונקצית תמסורת 

  .y(t)סמן את התגובה ונ, x(t) = A sin ωt  אותה באות סינוסואידלי

  :התמרת לפלס של התגובה היא

(4.1) Y s G s X s G s A
s

( ) ( ) ( ) ( )= =
+
ω
ω2 2  

י "וחלקם ע, G(s)י קטבי "חלק מהביטויים ייתרמו ע;  לשברים חלקייםY(s)נפרק את התגובה 

מכיוון : Y(s)לקבלת תגובת הזמן נבצע התמרת לפלס הפוכה של ). s=±jω(העירור " קטבי"

,  יתרמו פונקציות אקספוננציאליות מרוסנותG(s) בקטבי שהמערכת יציבה הביטויים שמקורם

, במפורש. העירור יתרמו פונקציות שאינן אפס במצב היציב" קטבי"ורק הביטויים שמקורם ב

  :מקבלים

(4.2) 
( )

( )
( )
( )

y (s)
AG j

2j s j
AG j
2j s jss =

−
+

−
− +

ω
ω

ω
ω

 

  :ולאחר התמרה הפוכה

(4.3) ( ) ( ) ( )[ ]y t A G j sin t argG jss = +ω ω ω  

)( )G jωהוא הערך המוחלט של המספר המרוכב  ( )G jω, ( )G jωargהיא הזווית שלו .(  

, ωי אות סינוסואידלי בתדר "המסקנה מהדיון האחרון היא שכאשר מעוררים מערכת יציבה ע

היחס בין אמפליטודת התגובה .  אף היאωתגובתה במצב היציב סינוסואידלית בתדר 

והפרש הפאזות בין התגובה לבין העירור תלויים אך ורק בפונקצית , לאמפליטודת העירור

)שמקבלת כאן את הצורה , G(s)התמסורת  )G jω.  

אם נסמן את פאזור העירור . י פאזורים"במקרים רבים נהוג לייצג את העירור והתגובה ע
~U ואת 

  :נוכל לרשום בכתיב פאזורי, Yssפאזור התגובה במצב היציב 

(4.4) ( ) ( )
~
~

Y
U

G j argG jss = ∠ω ω  

G(jω) היא פונקצית התמסורת G(s) כאשר מציבים s=jω , והיא מגדירה את תגובת התדר של

) נרשמת בכתיב קטבי באופן ω .(G(jω)-כתלות ב(המערכת  )∠argG jω( )G jω.  
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שפונקצית התמסורת שלה היא מהי תגובת התדר של מערכת  :4.1 דוגמא

( )
12

5
2 ++

+
=

ss
ssG?   

  :ית התמסורת בפונקצs=jωנציב 

( )
( ) ( )

G s j j 5
j 2j 1

5 j
j 12 2= =

+
+ +

=
+
+

ω
ω

ω ω
ω

ω
 

  :בצורה קוטבית נוכל לרשום

( )
( )

G j 25

1 4

2

2 2 2
ω

ω

ω ω
=

+

− +
 ∠ −− −tg tg1 1

5
2ω

ω  

 מבוקש נוכל למצוא את יחס האמפליטודות בין המוצא לבין העירור ω  עבור כל, עתה  

 התגובה x=A sin ωtעבור עירור סינוסואידלי , בפרט. ואת הפרש הפאזות ביניהם, יהסינוסואידל

  :היא

( )
y A 25

1 4
sin t tg

5
2tg

2

2 2 2

1 1=
+

− +
+ −





− −ω

ω ω
ω

ω
ω  

  

לעתים קרובות . ובדרך כלל מעוררת עניין רב, תגובת התדר היא תכונה יסודית של המערכת

  :היא Hi Fiדרישה אופיינית ממערכת ; מיפרטים של מערכות ניתנים במונחים של תגובת תדר

      ( )G j constω 20Hzעבור    = f
2

20kHz< = <
ω
π

) -ו,    )G j 0
0

ω
ω

ω

→
→

→∞

.  

לכן חקירת מערכת מתחילה בדרך . בצורה פשוטה, לעתים קרובות, תגובת תדר ניתנת למדידה

  ).י מחולל אותות ואוסצילוסקופ"ע(כלל במדידה ישירה של תגובת התדר שלה למשל 

וטרנספורם פורייה מקשר בינה לבין תגובת , ת תכונותיה של המערכתתגובת התדר מציגה א

  .המערכת לעירור בתחום הזמן

  

) הן תאור גרפי של דיאגרמות בודה .4.1.1 )ωjargG∠ ( ) ( )ωω jGjG היינו של תגובת התדר של , =

)דיאגרמה אחת מתארת את הערך המוחלט . המערכת )ωjGודיאגרמה שניה , דר כתלות בת

)מתארת את הפאזה  )ωjargGכתלות בתדר . 

)הגרף הראשון מתאר את , ליתר דיוק )ωjG20log10 כנגד ω10log , והגרף השני מתאר את

( )ωjargG כנגד ω10log.  

) ועבור ωריתמיות עבור קיימות מספר סיבות לכך שבוחרים סקלות לוג )ωjG . כפי שנווכח

ומאפשרות לבנות עקומות , סקלות אלו מאפשרות קרוב של עקומות בודה לקווים ישרים, בהמשך

  .בודה עבור מערכות מורכבות מתוך עקומות בודה הידועות של מספר פונקציות יסודיות

  :נציין מספר מושגים הקשורים בסקלות לוגריתמיות
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log10 הוא ω2 לבין ω1 בין ותדקדהמרחק ב
1

2

ω
ω

 הוא דקדה אחת כאשר ω2 לבין ω1המרחק בין : 

ω
ω

1

2

10=.  

 הוא ω2 לבין ω1 בין באוקטבותהמרחק 
2log

log
log 2

1

2

1
2

ω
ω

ω
ω

 הוא ω2 לבין ω1המרחק בין : =

אוקטבה אחת כאשר 
ω
ω

1

2

2=.  

) שהערך כמו כן אנו אומרים )20log G j10 ω נמדד בדציבלים (dB) .הגבר , מכאן( )G j 1ω = 

)הגבר , dB 0 -מתאים ל )G j 10ω   .-dB20 - מתאים ל0.1והגבר , dB 20 - מתאים ל=

  

  :נתאר עתה את עקומי בודה עבור מספר פונקציות יסודיות

)1( ( )G j Kω   ):קבוע (=

  . עקומי בודה פשוטים ביותרבמקרה זה

(4.5) ( )[ ]20log G j 20log K10 10ω =  

(4.6) ( )argG j
0 K 0

K 0
ω

π
=

>
− <




 

 
  

)2( ( ) ( ) ijjG −= ωω)  קוטב מסדרiבראשית  :(  

נשרטט גם כאן את עקומי , עם זאת. פונקציה זו מתארת מערכת שאינה יציבה לפי הגדרתנו

)בודה עבור  )G jω ,מתוך הבנה ש- ( )G jω התגובה במצב היציב לעירור " אינה מתארת את

  ".סינוסואידלי

(4.7) ( ) ( )20log G j 20log j 20i log j 20i log10 10
i

10 10ω ω ω ω= = − = −−  

  . דציבל לדקדה20i− ןלגרף האמפליטודה יהיה שיפוע שלילי ב



  4עמוד : 4פרק 

(4.8) ( ) ( )arg G j arg j i 2
iω ω π= = −−  

  .גרף הזווית הוא ישר אופקי

  .0dBב  G -ר חוצה את ציר ה  עקומת ההגבω=1שים לב לכך שבתדר 

 
 

)3( ( ) ( )G j j iω ω=)   אפס מסדר iבראשית:(  

(4.9) ( ) ( )20log G j 20log j 20ilog10 10
i

10ω ω ω= =  

  . דציבל לדקדהi 20כאן השיפוע הוא 

(4.10) ( ) ( )argG j arg j i 2
iω ω π= =    

  

)4( ( ) ( )ω ω
ω
ωn

n

0 G j 1 j> =   ):sאפס בחלקו השמאלי של מישור  (+

(4.11) ( ) ( ) ( )20log G j 20log 1 j n 20log 1 n 10log 1 n10 10 10

2 2

ω ω
ω

ω
ω

ω
ω= + = + = +





 

(4.12) ( ) [ ]argG j arg 1 j n tg n
1ω ω

ω
ω
ω= + = −  

iעבור  = 1:  

iעבור  = 2:   
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  : לפונקציות אלו יש אסימפטוטות

20log 1 j n
n 20log n

tg n
n

2

10 10

1

+ >> →

>> →







 −

ω
ω

ω ω ω
ω

ω
ω

ω ω π
  

20l g 1 j n
n 0dB

tg n
n 0

10

1

ο ω
ω

ω ω

ω
ω

ω ω

+ << →

<< →







 −

  

בחקירה ראשונית של מערכות נוח להחליף את עקומות בודה המדויקות בעקומות 

וגם את , הגרפים הבאים כוללים גם את עקומות בודה האמיתית. מקורבות-אסימפטוטיות

שהעקומה האסימפטוטית של הזווית כוללת , שים לב. לעקומות בודההקירוב האסימפטוטי 

ωקטע המחבר את הנקודות  ω φ= =





1
5

0n,ו - ( )ω ω φ π= =5 , 2n . קטע זה משיק

ωלעקומת בודה האמיתית בנקודה בה  ω= n .ω ω= n הוא גם התדר בו נפגשות 

ωהתדר . אמפליטודההאסימפטוטות בגרף ה ω= n תדר הברך קרוי.  

  

  

), iהתיאור הגרפי של אפס מסדר  ) [ ]G j 1 j n
i

ω ω
ω=  שונה מהגרפים למעלה רק בכך +

)שהזווית משתנה בתחום  )G i 2< π0 ≤ arg , ושהשיפוע של גרף האמפליטודה עבורω ω>> n 

20i -שואף ל dB
dec

.  

)5( ( ) ( )ω ω ω
ωn 0 G j 1 j n< =   ):sאפס בחלקו הימני של מישור  (+

קל להווכח שעקומת האמפליטודה זהה במקרה זה לעקומת האמפליטודה של אפס בחלקו 

(G)הזווית לעומת זאת משתנה בתחום ; sהשמאלי של מישור  0≤− <π
2 arg : במקרה זה

ביחס לקו האופקי , sגרף הזווית סימטרית לגרף הזווית של אפס בחלקו השמאלי של מישור 

argG=0 .עקומות בודה המדויקות והאסימפטוטיות משורטטות להלן:  
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 , iעבור אפס מסדר 
i









+=

n

j1)G(j
ω
ωω הזווית תשתנה בתחוםG 0≤− <i 2 argπ ,

20i -ושיפוע גרף האמפליטודה החל מתדירות הברך ואילך יהיה אסימפטוטי ל dB
dec

.  

)6( ( )G j 1
1 j n

ω ω
ω

=
+

   ( )ω n   ):sקוטב בחלקו השמאלי של מישור  (<0

(4.13) ( )201og G j 20log 1
1 j n

20log1 j n10 10ω ω
ω

ω
ω=

+
= − +  

שתוארה במקרים (ודה של אפס עקומת האמפליטודה במקרה זה סימטרית לעקומת האמפליט

בקצב של , תרדהחל מתדירות הברך העקומה האסימפטוטית . 0dBביחס לציר ) )5( , )4( 

−20 dB
dec

.  

(4.14) ( )argG j tg n
1ω ω
ω= − −  

  )).5שתוארה במקרה ( s של מישור הימניבחלקו  אפסמת הזווית של עקומת הזווית זהה לעקו

  

  

), iעבור קוטב מסדר  )
[ ]

G j 1

1 j n
iω

ω
ω

=

+

i−הזווית תרד עד ,  2
π , ושעור הירידה בגרף

20i−האמפליטודה מעל לתדירות הברך ישאף ל  dB
dec

.  

)7( ( )G j 1

1 j
n

ω
ω
ω

=
+

  ( )ω n   ):sקוטב בחלקו הימני של מישור ( >0

קל להווכח שעקומת האמפליטודה זהה במקרה . גם כאן המערכת איננה יציבה, )2( כבמקרה 

בעוד , )6(   שתוארה במקרהsזה לעקומת האמפליטודה של קוטב בחלקו השמאלי של מישור 

, s של מישור השמאלי בחלקו אפסשעקומת הזווית כאן תהא זהה לעקומת הזווית של 

  .)4(  שתוארה במקרה
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), iבעקומות בודה של קוטב מסדר  )
[ ]

G j 1

1 j n
iω

ω
ω

=

+

  ,( )ω n הזווית תשתנה , >0

)בתחום  )0 arg G i 2≤ < π ; 20−קצב ירידת האמפליטודה מעל לתדירות הברך יהיהi dB
dec

.  

)8( ( ) ( )
( )

− < < =
+ −

1 1 G j 1

1 2 j n n
2ξ ω

ξ ω
ω

ω
ω

  :)זוג קטבים מרוכבים( 

ξעבור  ≥ ξ או 1 ≤ מהסוג בו ,  ניתן לפרק את הביטוי לשני קטבים ממשיים מסדר ראשון1−

ξ המקרים הגבוליים .טפלנו במקרים הקודמים = ξ -  ו1 =  מתייחסים לקטבים כפולים 1−

−סעיף זה מתייחס אם כך רק למקרים . שאף בהם טפלנו] קטבים מסדר שני[ < <1 1ξ.  

  . שלילי לקטבים חלק ממשי חיוביξכאשר 

  . חיובי לקטבים חלק ממשי שליליξכאשר 

  . הקטבים דמיוניים טהוריםξ=0לי בו במקרה הגבו

(4.15) 
( )20log 1

1 2 j n n

20log 1 2 j n n

10log 1 2

n2
2

n

10 2 10

2

10

2 2

+ −










= − + −

− −






 + 
















=

ξ ω
ω

ω
ω

ξ ω
ω

ω
ω

ω
ω

ξω
ω

 

(4.16) 
( )

arg 1

1 2 j n n

tan
2

12
1 n

2
n
2

+ −
















= −

−
−

ξ ω
ω

ω
ω

ξω ω
ω ω
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  :גם במקרה זה ניתן לשרטט גרפים אסימפטוטיים

ωעבור  ω<< nקיים :  

( )
( )

20log G j n 0

argG j n 0

10 ω ω ω

ω ω ω

<< →
<< →






 

ωועבור  ω>> nקיים  :  

( )

( )

20log G j n 40log n

argG j n
0

0 0
0

10 10ω ω ω ω
ω

ω ω ω
π ξ

ξ
π ξ

>> → −

>> →
<
=

− >





















 

ת ווכן העקומ, )ξ < 1 > 0עבור (עקומות האסימפטוטיות בגרפים הבאים משורטטות ה

  .ξ :0.7 ,0.5 ,0.1 = ξ ערכי 3האמיתיות עבור 

  

  

)9( ( )G j 1 2 j

n n

2

ω
ξ ω
ω

ω
ω

= + −






   (-1 < ξ < 1))זוג אפסים מרוכבים:(  

ביחס ) )8(  שתוארו במקרה(במקרה זה הגרפים סימטריים לגרפים של זוג קטבים מרוכבים 

  .  והפאזה(dB)לצירי ההגבר 

  : תתגלנה לנו התכונות הבאות.  זוג קטבים מרוכבים- )8( נרחיב מעט את חקירת מקרה 

)לעקומה האמיתית  )א )20log G j10 ω, עבור 
2

10 <<ξב  יש מקסימום- 

ω ω ξm n
21 2= 20אותה נקודה הוא  ערך הפונקציה ב− 1

2 1
10 2

log
ξ ξ−

.  

)ההפרש בין הערך האמיתי  )ב )20log G j10 ω עבור ω ω= nלבין הערך האסימפטוטי הוא  :

20log 1
210 ξ






.  
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  . בשנויים המתאימים, בים זוג אפסים מרוכ- )9( קל ליישם מסקנות אלו גם למקרה 

במקרים אלו . s - היא מנת פולינומים בG(s)אנו עוסקים במערכות שפונקצית התמסורת שלהן 

  : לצורהG(jω)ניתן להביא את 

(4.17) ( ) ( ) ( ) n
2

k
i

nn
21n

j1jKjG
±±

±





 −+





 += ωωω

ξω
ω
ωωω  

 

שאת עקומי בודה שלהן אנו ,  כמכפלה של פונקציות יסודיותG(jω)ניתן להציג את , כלומר  

 ניתן להווכח בקיומם של הקשרים G(jω)ריתם על הפונקציה המרוכבת י הפעלת לוג"ע. מכירים

  :הבאים

(4.18) ( ) ( ) ( ) ++++=
±± kj

10
i

101010 n
120logj20logK20logjG20log ω

ωωω  

(4.19) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ++++= ±± Kargj1argjargjargG ki
nω
ωωω  

  

 כסכום של G(jω)משמעות השיוויונים האחרונים היא שניתן לשרטט את עקומי בודה עבור 

טט בקלות את נוכל לשר, במיוחד. אותם אנו מכירים, עקומי בודה של הפונקציות היסודיות

  .העקומות האסימפטוטיות

  

  :בנה את דיאגרמת בודה האסימפטוטית עבור :4.2 דוגמא

 ( )
( )
( )

G j 10
1 j10

j 1 j100
2ω

ω

ω ω
=

+

+
. 

  

 הגרפים הבאים מתארים את דיאגרמות האמפליטודה האסימפטוטיות של הפונקציות 4

  :G(jω)היסודיות המרכיבות את 
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  :עקומות למעלה היא סכום הlog10ω כנגד |20log|G(jω)העקומה האסימפטוטית 

  

  

 הגרפים הבאים מתארים את הדיאגרמות האסימפטוטיות של הזווית עבור הפונקציות 4

  :G(jω)היסודיות המרכיבות את 

  

  : היא סכום העקומות למעלהlog10ω כנגד G(jω) argהעקומה האסימפטוטית 

  

  

  .כשהן נתונות, נדגים כיצד ניתן לשאוב אינפורמציה אודות המערכת מתוך עקומות בודה שלה .4.1.2

 מתוך התבוננות בדיאגרמות האסימפטוטיות של הפונקציות היסודיות ניתן להווכח שכל קוטב )1(

נוטה לגרום לירידת עקומת האמפליטודה בקצב של 
dec
dB20− בתדירויות שמעל לתדירות 

 .הברך

כל אפס נוטה לגרום לעליה בקצב של 
dec
dB20דה מתדירות הברך ואילך בעקומת האמפליטו.  
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 יהיה כפולה שלמה של G10log20 השיפוע של העקומה ω→∞שעבור , ברור מכאן

dec
dB20.  

 הוא G10log20 השיפוע של ∞→ωאם ב 
dec
dB20n ים  הוא ההפרש בין מספר האפסn אז ⋅

  .G(jω)לבין מספר הקטבים של פונקצית התמסורת 

 הוא כפולה שלמה של G(jω)השיפוע של הדיאגרמה האסימפטוטית של 
dec
dB20  עבור כל.n 

ניתן להסתייע בתכונה זו כאשר משרטטים את הדיאגרמה האסימפטוטית מתוך העקומה 

  .המדויקת

  :הצירים קייםאם אין למערכת קטבים או אפסים בראשית  )2(

(4.20) ( )[ ]
ω

ω
→

=
0

lim 20log10 G j 20log10 K  

 צורהבכשהיא נרשמת (הוא הערך המוחלט של קבוע ההגבר של פונקצית התמסורת | K|כאשר 

0argGאם מתקיים עתה ) (4.17) 
0

lim =
→ω

  .|K- = |Kאחרת |; K = |K קיים 

של מערכת נמצאים בחלקו השמאלי של כאשר כל האפסים והקטבים של פונקצית התמסורת  )3(

עבור מערכות בפאזה מינימלית עליה . אנו אומרים שהמערכת היא בפאזה מינימלית, sמישור 

2 -בפאזה ב
π עם עלית  ωתעיד תמיד על קיומו של אפס .  

י הוא מספר חיובי וידוע כ) קבוע ההגבר (K -אם ידוע ש, עבור מערכת בפאזה מינימלית

( )
2

nGarglim π

ω
=

∞→
 הוא ההפרש בין מספר האפסים ומספר הקטבים של  פונקצית n אז 

 arg G -מתוך חקירת דיאגרמות בודה של הפונקציות היסודיות קל להווכח ש ( התמסורת

ישאף תמיד לכפולה שלמה של 
2
π כאשר ∞→ω(.  

א בפאזה מינימלית ניתן לקבל את כל האינפורמציה אודותיה ם ידוע שמערכת מסוימת היא )4(

. מתוך דיאגרמת האמפליטודה או מתוך דיאגרמת הפאזה: מתוך אחת הדיאגרמות בלבד

  .קיימת במקרה זה נוסחה מתמטית אשר מאפשרת לקבל דיאגרמה אחת מתוך האחרת
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)התרשים הבא הוא דיאגרמת בודה אסימפטוטית עבור  :4.3 דוגמא )ωjG20log10 כנגד 

ω10log10 ( כמו כן נתון שבתדר הברך.  עבור מערכת מסוימת בפאזה מינימלית = ω ( קיים

( )G j 5
8

ω   . חיוביKאם ידוע שקבוע ההגבר , מצא את פונקצית התמסורת של המערכת. =

  

  

השיפוע של 
dec
dB20−0 - ב → ω20- -ירידת השיפוע מ. ראשית מעיד על קיומו של קוטב ב dBל - 

-60 dB10 - ב = ω10 - מעידה ש = ωעבור קוטב מסדר  או,  היא תדירות ברך עבור זוג קטבים

  .שני

  :נוכל לרשום

( )
( ) 

 −+
=

2

1010
2j1j

KjG
ωξωω

ω  

  . עשוי לקבל ערכים המתאימים הן לקוטב מסדר שני והן לזוג קטבים מרוכביםξכאשר 

( ) [ ] [ ] ξξξ 202jj1012j1j10
j10G Κ

−=
Κ

=
−+

Κ
=  

  :נתון

( )G j10
K

20
5
8

= =
ξ

 

  :הערך האסימפטוטי הוא, בתדירות הברך

( )G j10 K
j10

K
10

1A = = =  (0 dB) 

  .ξ = 0.8ו  | K| = 10מכאן  

0.8 = ξגורר קיומם של זוג קטבים מרוכבים  .  
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  .K | =K| = 10) נתון(מכיוון שקבוע ההגבר חיובי 

  :נוכל עתה לרשום

( )
( )

G j 10

j 1 0.16j 10
2

ω
ω ω ω

=
+ −





 

  :ו

( )
( )

G s 10

s 1 0.16s s
10

2
=

+ +





 

 של מערכת מסוימת GHכאשר נתונות לנו דיאגרמות בודה של פונקצית תמסורת בחוג פתוח  )5(

, נוכל למצוא מידית מתוך הדיאגרמות אם המערכת בחוג הסגור, בפאזה מינימלית
GH
G
+1

 ,

  .יציבה

ג הסגור  המערכת בחוπ- -אם הפאזה אינה יורדת מתחת ל. לשם כך נתבונן בדיאגרמת הפאזה

  : קיימות שתי אפשרויותω*דר ת ב-π -אם הפאזה שווה ל. תהיה יציבה

    dB 0| < *)jω(G|20log10מעיד על יציבות המערכת בחוג הסגור .  

    dB 0 ≥| *)jω(G|20log10מעיד על אי יציבותה של המערכת בחוג הסגור  .  

 במספר -π -שווה ליתכן כי במקרים מסוימים שזווית הפאזה של החוג הפתוח תהיה : הערה

k1נקודות תדר  ωω במקרה זה יש לבדוק בזהירות מהי התנהגות שני הגרפים של בודה . >>

 למשל ω1 -י בדיקת ההגבר ב"ולא ניתן להסיק מסקנה חד משמעית בקשר ליציבות המערכת ע

  ).י קריטריוני יציבות אחרים"ניתן לבחון ע(

 

  דוגמאות שונות .4.2

  

  .תור מספר דוגמאות נוספותלסכום הפרק נפ

  

ידוע . הציור שלמטה מתאר את תגובת האימפולס של מערכת מסוימת :4.4 דוגמא

הוכח שהאפס נמצא בחלקו ; מצא כמה קטבים למערכת ומה מיקומם. שלמערכת אפס אחד בלבד

  .sהימני של מישור 

lim  אם   G(s)
k

ss
p

→ ∞

  .k, pקבע מהם , =

   )תנאי התחלה אפס(  
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  : ניתנת לרישום באופן הבאG(s)ת פונקצית התמסור

( ) ( )
( ) ( )n1 asas

bsAsG
++

+
=  

Aהוא קבוע  ,s = -bהוא האפס ו - s = -aiהם הקטבים של המערכת .  

  :פונקצית התמסורת היא התמרת לפלס של התגובה להלם

  כמו כן

( ) ( ){ }G s L y t= δ  

( ){ } ( ) ( ) ( )L y t sG s y 0 sG s′ = − =δ δ  

) -נתבונן ב )y tδ .כונות העובדות הבאותקל להווכח בנ:  

( )
t
lim y t const 0
→∞

= >δ    ( )
t
lim y t 0
→∞

′ =
δ

 

( )
t 0
lim y t 0
→

=δ     ( )
t 0
limy t tg
→

′ = −δ α  

  :נפעיל עתה את משפטי הערך הסופי וההתחלתי

( ) ( )0 limy t limsG s As
st 0 s

2

n= = =
→ →∞

δ  

  .2 גדול מ, n, מכאן נובע שמספר הקטבים

( ) ( )− = ′ = =
→ →∞

tg limy t lims G s As
st 0 s

2
3

nα δ  

  :ולכן, A = -tgα כמו כן. n=3מכאן נובע 

( ) ( )
( )( )( )

G s
tg s b

s a s a s a1 2 3

=
− +

+ + +
α

 

( ) ( ) ( )
( )( )( ) 0const

asasas
bstgs

limssGlimtylim
3210s0st

>=
+++

+⋅−
==

→→∞→

α
δ  

מכיוון שהתגובה להלם חסומה ואינה . a3=0: מתנאי זה נובע שאחד הקטבים בראשית

  .להיות ממשיים וגדולים מאפס a2,a1 חייבים " מתנדנדת"

  :עתה

( ) ( )( )s 0 s 0 1 2 1 2
limsG s lim

tg (s b)
s a s a

b tg
a a

0
→ →

=
− +
+ +

=
− ⋅

>
α α  

  .b < 0מכאן נובע 

  :נסכם את מסקנותינו

( ) ( )
( )( )

G s
tg s b

s s a s a1 2

=
− +
+ +
α

 

  b < 0 ולכן האפס נמצא בחלקו הימני של מישור s.  
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  .sלמערכת קוטב אחד בראשית ושני קטבים בחלקו השמאלי של מישור 

( )
s 2 PlimG s tg

s
k
s→∞

=
−

=
α  

  .k = -tgα ,p = 2ומכאן 

  

  :התגובה להלם של מערכת מסוימת היא :4.5 דוגמא

( ) [ ] ( )y t e 10e td
t 100t

1= +− −
−δ  

  .המערכתשרטט את עקומי בודה האסימפטוטים עבור 

( ) ( ){ } ( ) ( )
( )( )

( )( )
( )

( )( )

( )
( )

G s L y t 1
s 1

10
s 100

s 100 10 s 1
s 1 s 100

11s 110
s 1 s 100

11 s 10
s 1 s 100

;

G j
1.1 1 j

10

1 j 1 j
100

d= =
+

+
+

=
+ + +
+ +

=
+

+ +
=

+
+ +

=
+





+ +





ω

ω

ω ω

 

  :G(jω)נשרטט את עקומי בודה עבור הפונקציות היסודיות המרכיבות את 
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  .ל" הן הסכום של עקומות בודה הנG(jω)עקומות בודה עבור 

  

  

. צייר דיאגרמות בודה אסימפטוטיות עבור המערכת המתוארת בתרשים :4.6 דוגמא

  .העירור הוא מתח הכניסה והתגובה היא מתח המוצא

 תהיה המערכת בחוג הסגור Kעבור אילו ערכי . 1 עם הגבר שלילימוסיפים למערכת מסלול משוב 

  ?לא יציבה

  :י הסמול"הרכיב המתואר בתרשים ע(

  ).Ii = 0, V0 = αVi : מתח אידיאלי הוא מגבר

    

  

  

  :נחשב את פונקצית התמסורת

V (s)
V (s)

1
sC

R 1
sC

1
sRC 1

i

in

1 =
+

=
+

 

  ).ס את המעגל הוא אינו מעמי-המגבר לא צורך זרם (

V (s)
V (s)

10

i

1

1

=  

V (s)
V (s)

1
sC

R 1
sC

1
sRC 1

i

0

2

1

=
+

=
+

 

V (s)
V (s)

K0

i

2

2

=  
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V (s)
V (s)

1
sC

R 1
sC

1
sRC 1

out

02

=
+

=
+

 

( )
( )

G s
V (s)
V (s)

K
sRC 1

out

in
3= =

+
 

( ) ( )
G j K

1 j RC 3ω
ω

=
+

 

  :דיאגרמות בודה המתאימות הן

  

  ).K > 0אנו מניחים (

ם משוב שלילי בהגבר כאשר סוגרים את החוג ע; המערכת שתוארה עד כה היא מערכת בחוג פתוח

)נקבל פונקצית תמסורת בחוג סגור , 1 ) ( )
( )

P s
G s

1 G s
=

+
נשתמש בשיטה הבאה כדי לקבוע עבור . 

  : תהיה המערכת בחוג הסגור לא יציבהKאילו ערכי 

  :′arg G(jω′) = -π  , ωנבדוק עבור איזה  

( )argG j 3tan RC1ω ω= − −  

( )argG j 3tan RC1′ = − ′ = −−ω ω π  

⇒ ′ =−tan RC 3
1ω π  

⇒ ′ = ⇒ ′ =ω ωRC 3 3
RC  

  :′ω = ω - ב|G(jω)|נבדוק מה ערכו של   

( )
( )[ ] [ ]

G j K

1 RC

K
1 3

K
82 3 2 3 2ω

ω
=

+ ′
=

+
=  

  .והמערכת בחוג הסגור לא יציבה, |K 1 ≥ |G(jω′) ≤ 8עבור   
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  מערכות דיסקרטיות .5

  מבוא .5.1

) בדידים(היא פונקציה אשר ערכה מוגדר רק עבור ערכים דיסקרטים " פונקציה דיסקרטית בזמן"

בפרק זה נטפל במערכות אשר אותות הכניסה והיציאה שלהן הם פונקציות דיסקרטיות . של זמן

  .יותאו בקצור מערכות דיסקרט, למערכות כאלה נקרא מערכות דיסקרטיות בזמן. בזמן

י פונקציות דיסקרטיות "ניתנות לייצוג ע, tכלומר פונקציות המוגדרות לכל , פונקציות זמן  

עבור ערכים בדידים מסוימים של זמן תקבל הפונקציה הדיסקרטית : דגימהבאמצעות תהליך של 

בכל שאר ערכי הזמן ערכה של הפונקציה הדיסקרטית בלתי . (את ערכה של פונקצית הזמן

י הפונקציה הדיסקרטית "הייצוג של פונקצית הזמן ע, יותר ויותר" צפופה" דגימה י"ע). מוגדר

ההפרש בין כל שני ערכי : שוויםאנו נגביל את עצמנו לדיון בדגימה ברווחי זמן . יהיה שלם יותר

  .זמן עוקבים בהם הפונקציה הדיסקרטית מוגדרת יהיה קבוע

  

י דגימה ברווחי " הזמן הבאות עמצא פונקציות דיסקרטיות המייצגות את פונקציות :5.1 דוגמא

  .זמן קבועים

  ).T = 2 secדגימה ברווחי זמן של   (f(t) = at2 + bt + c  .א

f(nT) = a(nT)2 + b (nT) + c 

  ): שלםn (f(t) את nfS)( מייצגת הפונקציה הדיסקרטית T = 2 secעבור 

cbnannfS ++= 24)( 2  

)(nfS  המקבלת ערכים עבור , סדרההיאn-ים שלמים.  

    .ב







≤≤=
−

otherwise.0
100t0ef(t) 100

t

  

  )T = 1 secדגימה ברווחי זמן של (







≤≤=
−

otherwise0
100nT0ef(nT) 100

nT

  



 2עמוד : 5פרק 

  ): שלםn (f(t) את nf)( תייצג הפונקציה הדיסקרטית T = 1 secעבור 







≤≤=
−

.otherwise0
100n0e)(f 100

n

s n  

  .ים שלמים-n היא סדרה המקבלת ערכים עבור nfS)(, שוב

  

מתוך  פונקציה  דיסקרטית  הנתונה  לנו  ניתן  לבנות  פונקצית  זמן  רציפה  למקוטעין בתהליך 

  :שחזורהקרוי 

)())1(,( nfTntnTtf S=+<≤  

  .לתהליך הדגימה" הפוך"תהליך זה 

  

על הפונקציה הדיסקרטית תהליך ואחר כך נבצע , אם נבצע דגימה צפופה מאד של פונקצית זמן

הקרוב יהיה טוב יותר ; נקבל פונקציה שהיא קרוב טוב של פונקצית הזמן המקורית, של שחזור

  . צפופה יותרתהיהככל שהדגימה 

טבעיים למערכות פיסיקליות ובכל הפרקים הקודמים ) או רציפים למקוטעין(אותות רציפים 

טבעי , במקרים בהם דגימה היא חלק מהתהליך, לםאו. של אותן מערכות" רציף"עסקנו בניתוח 

 ניתוח דיסקרטי הוא ןנדגים עתה מספר סיטואציות שבה. של המערכות" דיסקרטי"לבצע ניתוח 

  .תהליך הניתוח הטבעי

  

ממשלת רוריטניה הזמינה סקר מהלשכה המרכזית לסטטיסטיקה אודות הקשר בין יוקר המחיה 

, "מדד יוקר המחיה"שם כך מודדת הלשכה פעם בחודש את ל. ברוריטניה לבין גודל האוכלוסייה

גם כאן מתקבלת פונקציה (ופעם בשנה את גודל האוכלוסייה , שהוא פונקציה דיסקרטית
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של הקשר בין שתי סדרות ) דיסקרטי(אחרי שנים מספר יכולה הלשכה לבצע ניתוח ). דיסקרטית

  .המספרים

    

או ,  ספרתיים לסימולציה של מערכותדים ומעבבשנים האחרונות מתרחב השימוש במחשבים

במקרים . הוא חלק ממסלול משוב" בקר ספרתי", למשל, במחרטה מודרנית; כחלק ממערכות

  .והניתוח הטבעי הוא ניתוח דיסקרטי, "פונקציות משוחזרות"אלו האותות הם בדרך כלל 

    

. ינת ליליפוט השכנההמודיעין הרוריטני מעונין להתחקות אחר הפעילות בכור אטומי הנמצא במד

לעצמת , αלעצמת קרינת : לשם כך משוגר לוין ריגול אשר מותקנים בו שלושה מכשירי מדידה

בשל בעיות של עודף משקל מותקן בלוין משדר אחד בלבד להעברת ; γ ולעצמת קרינת βקרינת 

, ן כפי שהיתה רגע קודם לכα משדר הלוין את עצמת קרינת n-בשניה ה. הנתונים לרוריטניה

-בשניה ה: התהליך מחזורי. γ את עצמת קרינת n+2- ובשניה הβ את עצמת קרינת n+1-בשניה ה

n+3 שוב משודרת אינפורמציה אודות קרינת α .בלוין התבצע תהליך של דגימה, במלים אחרות .

  . סדרות המספרים שנתקבלו3של ) דיסקרטי(ניתוח התוצאות בתחנת הקליטה יהיה ניתוח 

    

ניתוח של , אנו זה עתה התהליך המתבצע למעשה הוא דגימה של פונקציות זמןבדוגמאות שהב

האותות הדיסקרטיים שנתקבלו ואחר כך ביצוע שחזור כדי לקבל שוב פונקציות המוגדרות לערכי 

tרציפים .  

שלה הן y(n) ) התגובה( והיציאה  u(n)) העירור( היא מערכת שאותות הכניסה מערכת דיסקרטית

מערכת דיסקרטית יכולה להתקבל מדגימה של מערכת רציפה או להיות . רטיותפונקציות דיסק

י דגימה או קרוב "ע(מערכת דיסקרטית שמקרבת מערכת לינארית קבועה בזמן . כך מעצם מהותה

  תהיה מהצורה הבאה) י הפרשים"נגזרות ע

(5.1) L)u(nb)u(nbu(n)bN)y(na)y(nay(n)a LoN −++−+=−++−+ "" 11 110  

  

ובמקרה כזה יתקיים גם ש ) ר"ד הסדר של מ nמתאים ל  (Nהיא מסדר שהמשואה נאמר על 

NL   ).ר" במדm<nשל המערכת הרציפה או " פיזיקליות"בגלל ה (≥

  

  :נאמר על מערכת דיסקרטית שהיא: הגדרות

)()( כאשר לינארית 11 nynu )()(ו   → 22 nynu גורר  →

)()()()( 22112211 nycnycnucnuc ,21 לכל +→+ ccקבועים כלשהם   .  

)()( כאשר  קבועה בזמן nynu )()( גורר → 00 nnynnu   .  שלם כלשהו0n ל −→−

mu   nm)( תלוי רק בערכי ny)(  אםסיבתית ≤.  

הדיון בהמשך ".  סיבתי" מסויים ומעלה נקרא אות 0nכים מ שמתחילה לקבל ער) סדרה(לאות 

  .יוגבל בעיקרו למערכת דיסקרטית לינארית קבועה בזמן וסיבתית

)(0 , 0 מקיים nu)( א"הכניסה תתחיל לפעול מרגע מסויים והלאה ז nnnu <=.  
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בדרך כלל  .   לכניסה סיבתית גם היא סדרה סיבתיתny)(התגובה , כיוון שהמערכת סיבתית

00אפשר להניח ש  =n)    אחרת אפשר לעשותshift של האינדקס n 00 ל =nקודם לטיפול .(  

  

  י משוואת הפרשים מהצורה"ור עמערכת דיסקרטית לינארית קבועה בזמן וסיבתית נתנת לתא

 nu)( ידוע  הערור  פתרון אחד ויחיד כאשר לה יש.N מסדר שנקראת משואת הפרשים(5.1) 

שים עם תנאי התחלה בדרך כלל נניח משואת הפר. my)( ידועים של  ערכיםNמצורפים אליה ו

)1(),...,1(),( −+−− yNyNy תנאי התחלה סטנדרטיים" שיקראו "  

(5.2) ∑∑
==

−=−
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k
k

N

k
k knubknya

00

)()(   ,  )1(),...,1(),( −+−− yNyNy  

kkכאשר  ba NL כמו כן נניח.  קבועים ,   תנאי התחלה מקובלים  אחרים הם התנאים  .≥

)1(),...,1(),0( −Nyyy .  

  באופן רקורסיבי) 4.2(ראשית נשים לב שאפשר לפתור את המערכת 

(5.3) 






 −−−−= ∑ ∑
= =

N

k

L

k
kk knubknya

a
ny

1 00

)()(1)(  

הפתרון הרקורסיבי הוא נומרי ). לשים לב שזו אפשרות שאין לה מקבילה במערכת רציפה(

גור ל כ לביטוי ס" צעד אחר צעד אך אינו מוליך בדרny)( את אהוא מאפשר למצו. במהותו

)(ny.  

  ). ביטוי סגורny)(דהינו נמצא ל(בהמשך נראה גישות לקבלת הפתרון אנליטי 

  לשם כך נגדיר שתי פונקציות דיסקרטיות שימושיות לניתוח מערכות דיסקרטיות

(5.4) 




≠
=

==
00
01

)()( 0 n
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nn δδ  

   ואת הפונקציה,"סקרטיהלם הדי"או ה "הדלתא"פונקציה זו קרויה פונקצית 

(5.5) 




<
≥

== ∑
−∞=

− 00
01

)()(1 n
n

kn
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δδ  

1)(כל (שתקרא פונקצית המדרגה  nA −δ1המקרה ; מדרגה דיסקרטית'  נקראת פ=A יקרא 

  ).מדרגת יחידה
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  פתרון משוואות הפרשים  .5.2

בהמשך נראה ( שנקרא לה הגישה הסטנדרטית (5.2) להלן נתאר גישה לפתרון משואת ההפרשים 

  )  גם דרכי פתרון חלופיות

  לסכום של שני פתרונות,  ny)(  , (5.2) הגישה הסטנדרטית מפרקת את הפתרון המבוקש ל 

(5.6) )()()( nynyny ph +=  

)(0צורת המשואה עבור  (המשואה ההומוגנית  פותר אתnyh)(היכן ש  ≡nu ( עם תנאי

  :ההתחלה הסטנדרטיים הנתונים

(5.7) ∑
=

=−
N

k
hk knya

0

0)(      )1(  )1(),...,(  )(-  ; −=−−= yyNyNy hh  

ny)(ו pפותר את המשואה המלאה עם תנאי התחלה אפס עבור האילוץ הנתון :  

(5.8) ∑ ∑
= =

=−
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k

L

k
kpk u(n-k)bk)(nya

0 0

   0)1(...)(   ; =−==− pp yNy  

ny)(ברור שהסכום של  p ו )(nyh (5.2)  הוא פתרון של )ולכן הינו )  על פי תכונת הלינאריות

  ) .על פי יחידות הפתרון(פתרון ה

  

  פתרון המשואה ההומוגנית .5.2.1

nננסה למצוא פתרון מהצורה 
h Czny   : ונקבל)4.7(ה  נציב את הפתרון במשוא. )(=

(5.9) 0
0

=∑
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−
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k
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n zaCz   

)(0 שמציע את הפתרון  nCz=0ההתאפסות אפשרית כאשר  ≡nyh)  שלא יכול לקים תנאי

Nααוכן באפסים ) ההתחלה שאינם אפס    של הפולינום הבא1,...,

(5.10) ∏∏∑
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)()1(:)( αα    

)(0המשואה . של המערכת  יהפולינום האופייננקרא  zA)(ל =zAz N המשואה  נקראת

   .המערכת  שלהאופיינית

  

Nαα שונים אפסים N  יש   האופייניפולינום של תחילהניחנ .5.2.1.1 אפס תורם   כל זהבמקרה . 1,...,

nפתרון אפשרי 
kCα  לבעיה ההומוגנית הוא קומבינציה ליניארית מסוימת של והפתרון

n{ פונקציות מהקבוצה 
Nα   ,… ,1

nα {  הקבוצה היסודית של הפתרונות למשואה "הקרויה

   ,"ההומוגנית
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קבוצה היסודית של הפתרונות הבלתי תלויים ,  עם ריבוייכאשר מופיע אפס של פולינום אופיינ .5.2.1.2

 פתרונות kq תורם לפתרון קומבינציה ליניארית של kq שמופיע בכפילות kαכל  .  צורהמשנה

nמהצורה 
k

q
k

n
kqk

n
kqk

n
kqk

k

kkk
nCnCnCC αααα 1

1 ,
2

2  ,1  ,  , ...   −
−− ++++  

  . י דרישה"ם ע המקדמיN את איש לבצע הצבה כזו עבור כל אפס עם ריבוי ולבסוף  למצו

  

י פתרון משואת "נתאר את הגישה הסטנדרטית לפתרון  משואת ההפרשים ע :5.2 דוגמא

  :ההפרשים הבאה

)1(
16
1)(3)2(

8
1)1(

4
1)( −+=−−−− nununynyny  

)1(1,)2(0 עבור תנאי התחלה =−=− yy א "ז(  ועבור כניסה של מדרגת יחידה)()( 1 nnu −= δ(   

  

 .  צא את הפתרון לבעיה ההומוגנית נמ5.2.1 לפי 
      

21 הואיפולינום האופיינה 125.025.01)( −− −−= zzzA האופיינית היא והמשואה 

0125.025.02 =−− zz 5.01הם ) האפסים של הפולינום( הפתרונות שלה =α 25.02 ו −=α ,

 היא הקבוצה היסודית של הפתרונות לבעיה ההומוגנית
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  קומבינציה שלהן מהצורה

 
nn

h CCny 





−+






=

4
1

2
1)( 21  

  מערכת המשואות הצבת ערכי ההתחלה מוליכה ל.  n=-2 ו  n=-1שצריכה לקיים תנאי התחלה ב 
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21 −== CC.  הפתרון הוא לכן:  
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לדוגמה  את . n≤0המדרגה גם כדי לציין שהפתרון נתון עבור ' לפעמים משתמשים בסימן של פ

  ל אפשר לכתב גם באופן הבא"הנ
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 עם כאשר נתונה משואה עם אגף ימני לא טריויאלי שיש לפתור עבור כניסה שאינה אפס זהותי

)0,()1,...,()1(תנאי התחלה  −Nyyy אותם אחורה לתנאי ההתחלה בצורה "  לגלגל" ניתן

  . הסטנדרטית ולהמשיך עם מציאת הפתרון ההומוגני כמקודם

  

,)1(4 - היו נתונים כ:5.2דוגמא  אם לדוגמה תנאי ההתחלה ב
4

13)0( == yy .  1אז נציב=n  

)0(למשואה ונקבל 
16
1)1(3)1(

8
1)0(

4
1)1( uuyyy +=−−−.  

)0,()1(נציב כאן את  yy 1(1,)0(1 ואת( == uu 1(1 ונקבל ש( =−y .0עבור=n , 

)1(
16
1)0(3)2(

8
1)1(

4
1)0( −+=−−−− uuyyy 0,()1( נציב( −yy 0(1,)1(0 ואת( =−= uu 

)2(0ונקבל ש  =−y .את אכעת אפשר להמשיך ולמצו )(nyhכמקודם .  

  

  פתרון המשואה עם הערור .5.2.2

ny)(נחלק את מציאת הפתרון   p שלבים- לשלושה תת(5.8)  ל .  

)()(להלם) 4.2( התגובה של nyδ)(נתחיל במציאת  .5.2.2.1 nnu δ= סטנדרטיים( עם תנאי התחלה (

)()(עבור ) 4.8( הוא גם התגובה של nyδ)(. של אפס nnu δ= ,דהינו  

(5.13) ∑
=

=−
N

k
k nk)(nya

0

)(δδ    0)1(...)(   ; =−==− δδ yNy  

0)0()0(1 לקבל n=0נציב  == δδya לכן )(nyδ הוא גם הפתרון של המשואה ההומוגנית 

  עם תנאי התחלה כדלקמן 

(5.14) ∑
=

=−
N

k
k k)(nya

0

0δ    0)1(...)1(   ; ===+− δδ yNy  , 
0

1)0(
a

y =δ  

  ).5.2.1 ראה (שאותה אנו כבר יודעים לפתור 

ny)(נמצא את  .5.2.2.2 fהפתרון לבעיה הבאה   
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(5.15) ∑
=

=−
N

k
fk nfk)(nya

0

)(    0)1(...)(   ; =−==− ff yNy  

נשים לב "). סיבתית"בהמשך נניח שהיא סדרה ( פונקציה דיסקרטית כלשהי nf)(כאשר 

∑ באופן nf)(שניתן עקרונית לכתב כל 
∞

−∞=

−=
m

mnmfnf )()()( δ)הדלתא' ניצול הגדרת פ.(  

)()(, ) 5.2.2.1 אותה מצאנו ב  (nyδ)( מפיקה nδ)(לכן אם כניסה  nyn δδ אז ,  →

)()( mnymn −→− δδ) סה עוברות וקומבינציות של כני)  כי המערכת קבועה בזמן

  )כי המערכת לינארית(לקומבינציות תואמות של היציאה 

∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

=−→−=
m

f
m

nymnymfmnmfnf )()()(    )()()( δδ  

),(  )(ביו  שתי סדרות )  דיסקרטית (קונבולוציה: הגדרה 21 nxnxי " תסומן ע)()( 21 nxnx ∗ 

  י"ומגדירים אותה ע

(5.16) ∑
∞

−∞=

−=∗
m

mnxmxnxnx )()()()( 2121  

  בולוציה לא תלויה בסדר הופעת הסדרותנובע מחילוף סדר הסכימה שהקונ

 )()()()()( 1221 nxnxnxnxnx ∗=∗=  

1)(,למשל, אם nxסדרה סיבתית נקבל שאחד מגבולות הסיכום סופיים   

∑∑
−∞=

∞

=

−=−=
n

mm

mxmnxmnxmxnx )()()()()( 21
0

21  

 nx)(במקרים מעשיים רבים שתי הסדרות סיבתיות והסכימה הדרושה למציאת כל ערך של 

  י "ופית ונתונה עס

∑∑
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−=−=
n

m

n

m

mxmnxmnxmxnx
0

21
0

21 )()()()()(   

21נשתמש בהמשך גם בסימון  xxx ))(( כnx)( שמאפשר גם לכתב את=∗ 21 nxx ∗   

   הוא(5.15) קיבלנו לכן שהפתרון ל 

(5.17) ∑
∞

−∞=

−=∗=
m

f mnymfnynfny )()()()()( δδ  

   באופן(5.8)  מוצאים את הפתרון המבוקש ל (5.15) הפתרון ל לאחר  שמצאנו את  .5.2.2.3

(5.18) ∑
=

−=
L

k
fkp knybny

0

)()(  

 ושימוש בתכונות של מערכת (5.6)  עם (5.15)  המשוואות ת מתקבל מהשווא(5.18) הביטוי 

  .לינארית וקבועה בזמן

  

  . נמשיך את הדוגמה עד להשלמת הפתרון לבעיה הנתונה): המשך (:5.2דוגמא  
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  ל לפתרון ההומוגני "י הוספת הנ"הפתרון לדוגמה מתקבל ע
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אם נציב . הרקורסיביאפשר לאשש אם הפתרון האנליטי נותן אברים ראשונים זהים לפתרון 

   נקבלn=2,1,0...,בדוגמה צעד אחר צעד 

,...
32

143)2(,4)1(,
4

13)0( === yyy   

  .אותם ערכים שמתקבלים גם בהצבה לפתרון הסגור שמצאנו
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  התגובה להלם .5.2.3

 nh)(שניחד לה את הסימון  הוא פונקצית התגובה שלה להלם (5.2)  אפיון חשוב של המערכת 

)()( לכניסה (5.2) ונגדיר אותה כפתרון של  nnu δ=עבור תנאי התחלה של אפס  .  

)(nhהוא לכן הפתרון ל   

(5.19) ∑ ∑
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kk knbknha

0 0

)()( δ    0)1(...)(   ; =−==− hNh  

   ותכונות המערכת מקבלים כי(5.9) מהשוואה עם 

(5.20) ∑
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k knybnh
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)()( δ  

ny)(נראה מכאן שאפשר לבטא את p  , התגובה של המערכת עם תנאי התחלה אפס וכניסה

)()(כלשהי  nfnu נציב ל  .  עם התגובה להלםnf)(י קונבולוציה של "ע, )(5.8) הפתרון ל  (=

   (5.17)  את  (5.18) 
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 לכן

(5.21) )()()( nhnfny p ∗=  

)(0 מחייב ש   n=0התגובה להלם ב , אם המערכת היא סיבתית =nh 0 עבור<n .א תגובת "ז

  במקרה כזה". סיבתית"ההלם היא סדרה 

 ∑ ∑
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)(0, 0, מרגע מסוים והלאה תכ הכניסה מופעל"בדר nnnf א גם הערור הוא סדרה "ז, =>

  סיבתית ולכן
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ל "הקונבולוציה הנ) התמסורת שנכיר בהמשך' למשל כאשר ידועה פ (nh)(אם יודעים את 

  .(5.8) מאפשר דרך נוספת למצא את הפתרון ל 



 

  11עמוד : 5פרק 

 

 כתיציבות של המער .5.2.4
  

דהינו .  אם כל כניסה חסומה עוברת ליציאה חסומהיציבהמערכת מוגדרת כ: הגדרה

21 |)(|,|)(| BnynBnf ≥>∞היכן ש , >∀⇒> 2,10 BB.   

 מערכת לינארית דיסקרטית יציבה אם ורק אם תגובת ההלם שלה מקימת :טענה

∞<∑
∞

−∞=n

nh |)(|   ))(nh.(absolutely summable    

∑>∞ אם :הוכחה
∞

−∞=n

nh fhyמתקיים  אז כיוון ש |)(| ∗=  

∑ ∑∑
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−∞=

∞

−∞=

∞<≤−≤−=
m nm

nhBmhmnfmhmnfny  |)(|  |)(| |)(| )()(|)(| 1 

∑>∞כדי להראות שהתנאי גם הכרחי נראה  שאי קיום 
∞

−∞=n

nh מאפשר יציאה לא חסומה |)(|

∑=∞נניח . לכניסה חסומה
∞

−∞=n

nh   ר עבורו את הכניסה הבאהאז אפשר לבח|)(|
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11י "ע (nשהיא כניסה חסומה לכל   =B (שעבורה  

∞===−=−= ∑∑∑∑
∞

−∞=≠≠

∞

−∞= nmhmmhmm

nh
mh
mhmhmfmhmfmhy |)(|

|)(|
)()()()()()()0(

0)(,0)(,

     

 ).ל"מש(
 מערכת לינארית  דיסקרטית  קבועה בזמן וסיבתית יציבה אם ורק אם כל האפסים של :מסקנה

  דהינו .    מאחדטקטנים בערך מוחלzA)( יאופיינהפולינום ה

(5.22) ,...,Nkk 1  ,1|| =<α  

n בנוי מקומבינציות לינאריות של הפתרונות היסודיים nh)( ראינו ש :הוכחה
kα)  בהשתתפות

,0,...,1ביטויים  −= k
n
k

i qin αלות  במקרה של אפס בכפיkq .( 0אם המערכת סיבתית≥n 

∑>∞ מספיק ליציבות כי הוא גורר (5.16) התנאי 
∞

=0

|)(|
n

nh . התנאי הוא גם הכרחי כי די שאחד

  . יתקייםל לא" גדול מאחד  כדי שתנאי ההתכנסות הנטהאפסים יהיה עם ערך מוחל

  

 האפסים התנאי ליציבות המערכת הוא שכל,  הפולינום האופיני מפת אפסים של יםשרטטאם מ

  .הקומפלכסי  מישורשמרכזו בראשית ה ימצאו בתוך מעגל היחידה של הפולינום
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נמשיך עם מספר דוגמאות נוספות של משואות הפרשים שאפשר לפתור עם רק חלק מהכלים של   

  ית או בדרכים חילופיותהגישה הסטנדרט

  

  :בנו מודל המבוסס על ההנחות הבאות, כדי לחקור את תפוצת הארנבות :5.3 דוגמא

  .כל שנה, זכר ונקבה, זוג ארנבות מעמיד זוג ולדות אחד  -  

  .עד לרגע שהם עצמם מעמידים ולדות, שנה עוברת מרגע לידת הולדות  -  

  .אורך חיי ארנבת הוא שלוש שנים  -  

, y(0)=2 , y(1)=1 , y(2)=4אם . n-  הארנבות  בתחילת  השנה הזוגות    את  מספרy(n)-נסמן  ב

  .n לכל y(n)מצא את 

  

)()1( הוא n-1-מספר זוגות הארנבות שנתווספו בשנה ה −− nyny והוא שווה ל-

)3()2( −−− nyny , מספר זוגות הארנבות שהעמידו ולדות פחות מספר זוגות הארנבות שהלכו

  .מןלעול

  :י משואת ההפרשים"הבעיה מיוצגת ע

  y(n) - y(n-1) - y(n-2) + y(n-3) = 0 

  .y(0) = 2, y(1) = 1, y(2) = 4בצרוף תנאי ההתחלה 

0123 המשואה האופיינית היא  =+−− zzz ושורשיה הם α1 = 1 ו2 בכפילות - α2 = -1.  

}1,,)1({  :הקבוצה היסודית היא nn    :הפתרון יכול להכתב בצורה ו  −

nCnCCny )1()( 21,12,1 −++=  

  :נמצא את המקדמים  
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   :והפתרון לבעיה הוא   מפתרון המערכת מקבלים

)(])1(1[)( 1 nnny n
−−++= δ  
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ל הבעיה במלואה היא מהצורה של בעיה הומוגנית וכן תנאי ההתחלה  נתונים על "בדוגמה הנ

לכן אפשר למצא את מקדמי הקומבינציה של הפתרונות היסודיים . בייםסדרת אינדקסים חיו

  ).  מיותר לגלגל אותם אחורה(י הצבת תנאי ההתחלה הנתונים "ישירות ע

  

  פתור את הבעיה :5.4 דוגמא

 y(n) - 4y(n-1) + 4y(n-2) = 0 

 y(0) = 1; y(1) = 3 

442 או האופייני הפולינוםה +− zz ,  לו אפס ביש α = 2, 2 בכפילות=q.  

}הקבוצה היסודית של הפתרונות למשואה היא }nn n2  ,2    והפתרון הוא מהצורה :  

nn nAAny 22)( 21 +=  

  :מערכת המשואות למציאת המקדמים היא
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  :והפתרון הוא, ½ = A1 = 1; A2מקבלים 

)(2
2
12)( 1 nnny nn

−



 += δ  

  

   הבאה בהנחה של תנאי התחלה אפספתור את הבעיה :5.5 דוגמא

 )()2(6)1(5)( nnynyny δ=−+−−  

0652 היא תהמשואה האופייני =+− zz   3,2השרשים הם 21 == αα ולמעשה יש למצא את 

)(nyδכמתאר בשלב ב)(שבמקרה זה הינו גם ) (2(nhהוא ). בה להלם של המערכת הנתונה התגו

nnי לקומבינציה של הפתרונות היסודיים "נתון ע AAny 32)( 21 ⋅+⋅=δי "שמקדמיו נקבעים ע

yתנאי ההתחלה  yδ δ( ) ; ( )0 1 1 0= −   :מתקבלת מערכת משואות עבור המקדמים. =

  
A A 1
1
2

A 1
3

A 0

1 2

1 2

+ =

+ =






 

)()3322()( ולכן, A1 = -2  ; A2 = 3הפתרון למערכת הוא  1 nny nn
−⋅+⋅−= δδ  

  

  .פתור את המשואה הבאה בתנאי התחלה אפס :5.6 דוגמא

0)2(;0)1(
)(2 = )2(6)1(5)( 1-

=−=−
−+−−

yy
nnynyny δ

 

yמצאנו את התגובה  כבר :5.5דוגמא  ב kδ ( ראה (הפתרון לבעיה הנוכחית הוא . למשואה זו, (

 5.2.2(  
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2n2n1m1m

n

0m

n

0m

mm

0
1

0
1

32211)(331)4(23624

)3322(2)()(2)()(2)(

++++

= =

=
−

=
−

+⋅−=−⋅+−−=+−=

=⋅+⋅−=−=∗=

∑ ∑

∑∑
n

m

mm
n

m

mnmynnyny δδ δδ

 

)(]321[)(              לכן  1
23 nny nn

−
++ +−= δ  

  

  :פתור את המשואה :5.7 דוגמא

)(3)2(2)1()( 1 nnynyny n
−=−−−− δ  

  .y(0) = 1 ; y(1) = -1עבור תנאי ההתחלה 

)()1(2)2()(נסתכל על המשואה כ  nfnynyny )(3)( עם כניסה −−−−= 1 nnf n
−= δ .

ny)(קודם נמצא פתרון פרטי . "הגישה הסטנדרטית"נדגים וריאציה על  pכ "אח,  כמו בשלב ב

י קומבינציה לינארית של פתרונות בסיס כך שהסכום מקיים את תנאי "נשלים את הפתרון ע

  . ההתחלה

022 המשואה האופיינית היא =−− zz , 1,2 ופתרונותיה הם 21 −== αα.    

}  הפתרונות למשואה ההומוגנית היאהקבוצה היסודית של }nn )1(,2 −    

)()1(2)2()( : למשואה הפתרון nnynyny δδδδ =−−−−  

nn : מהצורה הוא AAny )1(2)( 21 −+=δ מקיימים את התנאיםהמקדמים  עם:  

 
0A

2
A1)(A2A

1AA1)(A2A

2
11

2
1

1

21
0

2
0

1

=−=−+

=+=−+

−−
 

: מקבלים
3
1A;

3
2A 21 ==    

  :לכן

 (n)1)(
3
12

3
2(n)y 1

nn
−



 −+= δδ  

  : n≤0עבור .  סכימת קונבולוציהנבצע

[ ]

nnnnnnn

nnnnm
n

m

n

m

nmn

n

m

mm
n

n

nmmn
n

m

n-mn-mm
p

..

(n)y

3
4
92

3
4)1(

12
1]3)1(

12
1}3

2
12{

3
4

])3(1[4
1)1(3

1)511)(2(23
2)3()1(3

1512
3
2

)1(3)1(3
1232

3
2)1(3

123
23

11

11

00

000

+−−=+−+−−=

−−−+−−=−−+⋅=

−−+⋅=−+=

++

++

==

=

−

=

−

=

∑∑

∑∑∑
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 :וברישום כולל

 (n)δ(n)y nnn
p 13

4
92

3
4)1(

12
1

−



 +−−=  

שבנוי מקומבינציות של הפתרונות nyc)(כדי לקיים את תנאי ההתחלה נוסיף פתרון משלים 

  היסודיים

nn
c BBny )1(2)( 21 −+=  

)()()(קבע כך ש שאת מקדמיו נ nynyny pc    מקיים את תנאי ההתחלה=+









−=−+=+=

=++=+=

124111

11000

21

21

BB)(y)(y)y(

BB)(y)(y)y(

cp

cp

       

 









−=−

=+

5B2B

0BB

21

21

 

נקבל   
3
5

  B2 =3
5, B1 = -  (n)]1)(

3
52

3
5[(n)y 1

nn
c −−+⋅−= δ הוא  הפתרון המבוקש ולכן   

(n)34
91)(

4
723

(n)34
923

41)(12
11)(

3
52

3
5y(n)

1
nnn

1
nnnnn

−

−





 +−+⋅−=

=



 +−−+−+−=

δ

δ
  

  

 אינו הפתרון למשואה nyc)(רת הפתרון בדוגמה לעיל שונה מהגישה הסטנדרטית בכך ש  צו

מאידך אין גלגול תנאי התחלה לאינדקסים שליליים ואפשר למצא  באופן  זה את . ההומוגנית

  ). הדוגמה הבאה' ר(ם  תנאי התחלה לא סמוכיN גם לnyc)(המקדמים של 

 

  :פתור את המשואה :5.8 דוגמא

 y(k+2) – 4y(k+1) + 4y(k) = 2δ(k) 

  .y(4) = 2 ;y(2) = 5עם תנאי ההתחלה 

  .n = k+2י כך שנגדיר "נעביר את המשואה לצורה הסטנדרטית ע

 y(n) – 4y(n-1) + 4y(n-2) = 2δ(n-2) 

0442המשואה האופיינית היא =+− zz .  פתרונה הואα = 2 2 בכפילות=q , והקבוצה

  .{2n,n2n}היסודית היא 
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yδ(n) ,הפתרון למשואה:  

 y(n) – 4y(n-1) + 4y(n-2) = δ(n) 

)0(1,)1(0   בתנאי התחלה =−= δδ yyהוא :  

 yδ(n) = [A12n + A2n2n]δ-1(n) 
  

  : הם קבועים המקיימים את התנאיםA1,  A2כאשר 

 






=−=⋅−+⋅

==⋅⋅+⋅

−− 0
22

2)1(2

1202

211
2

1
1

1
0

2
0

1

AAAA

AAA
 

  .A1 = A2 = 1מכאן 

 yδ(n) = [2n + n⋅ 2n]δ-1(n) 
  והלינאריות" זמן"תכונות ההעתקה של אינדקס העל סמך 

 yp(n) = 2[2n-2 + (n-2)2n-2]δ-1(n-2) = [ 2
1− 2n + 2

1 n 2n] δ-1(n-2) 

  :להשלמת תנאי התחלה נוסיף

 yc(n) = B12n + B2n⋅2n 
  ונדרוש שהסכום 

 [ ] 2)(n2n2
122

12nB2B(n)y(n)yy(n) 1
nnn

2
n

1cp −⋅+−+⋅⋅+⋅=+= −δ  

   :B1, B2הקבועים התנאים על .  יקיים את תנאי ההתחלה

[ ]
[ ]





−=+⇒=++=⋅+⋅−+⋅+⋅=

=+⇒=++=⋅+⋅−+⋅+⋅=

2264B16B22464B16B642
1162

164B16By(4)

38B4B528B4B82
142

18B4By(2)

212121

212121
 

  : מפתרון המערכת נקבל
16
17B;

8
23.B 21 −==  

2)(n2n
2
12

2
1(n)2n

16
172

8
23y(n) 1

nn
1

nn −



 ⋅⋅+⋅−+



 ⋅−= −− δδ  
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  .Z תהתמר .5.3

 דיסקרטיות באופן מתפקדת למערכות התמרה זו. Zהתמרת  הנקראת  התמרהנכירבסעיף זה 

לפתרון משואות הפרשים אנו נשתמש בה . המקביל לשימושי התמרת לפלס למערכות רציפות

היא גם מאפשרת להגדיר פונקצית תמסורת למערכת דיסקרטית . ליניאריות וקבועות בזמן

 ואפיון התנהגות המערכת הדיסקרטית בתחום התדר גשבדומה למקרה הרציף מהוה בסיס לייצו

   ).  ו" בלא הרחבה לבודה וכנראה אך(

  

  : באופן הבאת מוגדרf(n)של ") החד צדדית(" Z התמרת. )פונקציה דיסקרטית(סדרה  f(n)תהי  

(5.23) ∑
∞

=

−≡=
0i

if(i)zZ{f(n)}F(z)  

,  שעבורם הסכום מתכנסzההתמרה מוגדרת לתחום ערכי .  הוא מספר מרוכבzכאשר 

∞<  |F(z)|.  תחום זה נקרא תחום התכנסות  (Region of convergence, ROC)של ההתמרה .  

  

af(n))(עבור  :5.9 דוגמא 1
n n−= δ) aממשי או קומפלכסי (  

1-
0n

n1-

0n

nn

za 1
1)(azzaF(z)

−
=== ∑∑

∞

=

∞

=

−   ROC: |a |  |z| >  

( )zF לכל ) כטור הנדסי אינסופי(מתכנסתz  שמחוץ למעגל שרדיוסו |a|.  

   

  :)מההגדרה להוכיח את רובן קל( Z התמרתתכונות שימושיות של 

  

12מתכנסים בתחום  Z{f2(n)} = F2(z) -   וZ{f1(n)} = F1(z)אם : ותליניארי )1( R,Rאז   

(5.24) (z)Fa(z)Fa(n)}fa(n)fZ{a 22112211 +=+   21 RRROC ∩=   

10ונניח  F(z) = Z{f(n)} יהי : העתקה )2( ≥nאז   

  : העתקה אחורה )2.1(

(5.25) )(...)2()1()()n-Z{f(n 0
21

0
000 nffzfzzFz nnn −++−+−+= +−+−−  

)1,()2,...,()(  הערכים בהנחה ש 0nfff     . מוגדרים−−−

  

  :העתקה קדימה )2.2(

(5.26) )1(...)1()0()()({ 0
1

0
000 −−−−−=+ − nzffzfzzFznnfZ nnn   

  :שפט הערך ההתחלתימ )3(

  ,∞∋ROC ובהנחה ש F(z) = Z{f(n)} עבור

(5.27) f F z
z

( ) lim ( )0 =
→∞
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      :משפט הערך הסופי )4(

(5.28) )F(z)]z[(1limf(n)lim 1

1zn

−

→∞→
−=  

    . ובהנחה שהגבולות קיימיםF(z) = Z{f(n)}עבור  

  

  ) תכונה שימושית לפתרונות יסודיים עם כפילות(גזירה  )5(

(5.29) 
dz

zdFznnf )()( −↔  

 ובהרחבה

(5.30) )()( zF
dz
dznfn

k
k 






−↔  

    כווץ משתנה ההתמרה/הרחבה )6(

(5.31) 





↔
α

α zFnfn )(   

   ממשי או קומפלכסי כלשהוaל 

12מתכנסים בתחום  Z{f2(n)} = F2(z) -   וZ{f1(n)} = F1(z)אם  :קונבולוציה )7( R,Rאז   

(5.32) )()()()()()( 21
0

21
0

21 zFzFmfmnfZmnfmfZ
n

m

n

m

⋅=








−=








− ∑∑
==

 

   
 רבות ניתן לקבל התמרה של פונקציות שימושיותל "והתכונות הני שימוש בהגדרת ההתמרה "ע 

)()()(בכל המקרים הבאים מניחים שהסדרות סיבתיות  ( 1 nnfnf −= δ(  

  

 מרהטבלה של זוגות הת .5.3.1

(i)             1)}({ =nZ δ  

(ii) 1  |z|  ;      
1

1
1

)}({ 11 >
−

=
−

= −− zz
znZ δ  

|a|  |z|  ;   
)z a(1

)az1(z a
a)(z

a)(z z a}a  Z{n(vii)

|a|  |z|  ;    
)z a(1

z a
a)(z
z a}  Z{na(vi)

|a|  |z|  ;           
z a1

1
az

z}   Z{a(v)

1  |z|   ;   
)z1(

)z1(
1)(z
1)z(z}  Z{n(iv)

1  |z|  ;     
)z(1

z
1)(z

z  Z{n}(iii)

31

1-1-

3
n2

21

1-

2
n

1
n

31

11

3
2

21

1

2

>
−

+
=

−
+

=

>
−

=
−

=

>
−

=
−

=

>
−
+

=
−
+

=

>
−

=
−

=

−

−

−

−

−−

−

−

z

 



 

  19עמוד : 5פרק 

 

(viii) |a|  |z|  ;    
cos21

cos1
cos2

cos)}cos{ 221

1

22

2

>
+−

−
=

+−
−

= −−

−

z a  za
 za

 a z az
 zaz(nθaZ n

θ
θ

θ
θ  

(ix) |a|  |z|  ;    
cos21

sin
cos2
sin)}sin{ 221

1

22 >
+−

=
+−

= −−

−

z a  za
 za

 a z az
 za(nθaZ n

θ
θ

θ
θ  

  

  Zהיפוך התמרת ה  .5.3.2
  

)(}){(  שעבורו nf)( יש למצא zF)(נתון : הצגת הבעיה nfZzF =  

)(}){(נסמן   1 zFZnf −= (IZT, Inverse Z-Transform) .  

   לפונקציה רציונלית מהצורהIZTאנו מתענינים בשיטות למציאת ה 

(5.33) NL
zazaa
zbzbbzF N

N

L
L ≤

+++
+++

= −−

−−

   ,
...
...)( 1

10

1
10  

   שיטות3נראה 

  ).כ את הפתרון הסגור"לא רואים ממנו בדר, רקורסיבי(פיתוח לטור חזקות  )1(

 ).דרךה(וש בטבלת ההתמרות וחוקיו פיתוח לשברים חלקיים ושימ )2(

 ...).  להשכלה כללית, "הגדרה"זו ה(שיטת הרזידוס  )3(
  

  פתוח לטור חזקות .5.3.2.1

,   n,..0,1,2,...,kנשווה מקדמי חזקות  =−kz לאחר הכפלת שני האגפים במכנה של ( )zF  

(5.34) ...)(....)2()1()0(
...
...)( 21

1
10

1
10 +++++=

+++
+++

= −−−
−−

−−
n

N
N

L
L znfzfzff

zazaa
zbzbbzF

 
  מקבלים

(5.35) 





















>=−−=

−−=

−=

=

∑
=

 L)for  0 (where      ])([1)(

])0()1([1)2(

])0([1)1(

)0(

10

212
0

11
0

0

0

nbainfb
a

nf

afafb
a

f

afb
a

f

a
bf

n

n

i
in

#
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  ברים חלקייםפרוק לש .5.3.2.2

  יש קטבים פשוטים אפשר לכתוב אותו באופןzF)(אם ל 

(5.36) 

N

N

N

N

z
zC

z
zC

z
zC

B

z
C

z
C

z
C

BzF

ααα

ααα

−
++

−
+

−
+=

=
−

++
−

+
−

+= −−−

...

1
...

11
)(

2

2

1

1
0

11
2

2
1

1

1
0

 

היכן ש 
N

N

a
bB NL אם 0=לכן  (0=   -ו) >

(5.37) 
kαz=−= |)()(

z
zFzC kk α  

zz האגפים ב 2י הכפלת "כפי שקל להראות ע k /)( α−  והצבתkz α=לתוצאה .  

   הינוIZTלכן ה

)()()( 1
0

0 nCnBnf
N

k

n
kk −

=







+= ∑ δαδ 

   קטבים אלה תורמים לפרוק לשברים חלקיים קטע מהצורהq יש כפילות αאם לקוטב 

(5.38) 
)(

...
)()(

1
1

10

ααα −
++

−
+

−
−

− z
zD

z
zD

z
zD q

qq  

  י"שמקדמיו נתונים ע

(5.39) [ ]
z
zFzzQzQ

dz
d

k
D q

kk
)()()(    where1-q0,...,k    )(

!
1

αz| α−=== =  

nqnוהם תורמים להתמרה ההפוכה פתרונות  מהצורה 
q

n
q nEnEE ααα 1

021 ... −
−− +++ .

kא כללית " אינן בני הזוג של בסיס הפתרונות ז(5.38) הבעיה היא שהצורות ב  kE D≠)  ראה

פורם כדי להשלים תרגום חזרה למישור ויש להעזר בחוקי טרנס)  טרנספורםZטבלת זוגות של 

  .הזמן

 שברים חלקיים שהם כן מהצורה הנוחה ולמצא את (5.38) דרך חילופית היא  להניח במקום 

  .Zהמקדמים עבורם עוד במישור ה 

   נציב q=2למשל   עבור 

nn EnE
z

zD
z

zD
z

zE
z

zE
αα

αααα
α

10
1

2
01

2
0

)()()()(
+↔

−
+

−
=

−
+

−
  

   נציבq=3עבור 

2 0 1 2 0 1 2
0 1 2 3 2 3 2

( )   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n n E z z E z E z D z D z D zE n E n E
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י השואת מקדמי חזקות במונים לאחר הבאתם " עkE  כשכעת קל לקבל את המקדמים

  . למכנה משותף

  

עם מקדמים (דרך נוספת של שימוש בשברים חלקיים היא לרשום קומבינציה לינארית 

 ולהפוך את Zלבצע התמרת , ) פי הקטבים וריבוייםעל(של פתרונות בסיסיים צפויים ) כלליים

י השואת מקדמי "קביעת המקדמים תעשה ע). עם מכנה משותף(רציונלית יחידה ' הסכום לפ

 ומעשית אם אין הרבה (5.39) וב  (5.37) דרך זו עוקפת את השימוש ב (חזקות במונים 

  ).  אברים

  

  )z−1ולא ב(zרציונלית ב ' כ לעבוד עם פ"עדיף בדר (5.39) -(5.36) בעת שימוש בנוסחאות 
  

  :לש IZT ה מצא את :5.10 דוגמא
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   או השואת מונים (5.39)  מוצאים על פי A,Bהיכן שאת 
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  :בלהלפי הט

     F(z) = -2 Z{δ-1(n)} + 3 Z{2nδ-1(n)} 
  :ולפי תכונת הליניאריות של ההתמרה ברור ש  

     f(n) = -2δ-1(n) + 3⋅2nδ-1(n) = [-2 +3⋅2n]δ-1(n) 

   של IZTמצא את ה  :5.11 דוגמא

211

1

)
2
11(

2
11

)(
−−

−

+





 −

=
zz

zzF 

  ונמצא פתוח לשברים חלקיים שלzנעבור ל משתנה 
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  )0E ל 0Dלשים לב למעבר שמתבצע מ (לכן 
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ם  ספורים עn=1,0..,י השואת  ערכים ראשונים "את התוצאה ע" לבדוק"לשים לב שאפשר 

  .(5.35) פי - עלzF)(הפיתוח  לטור של 

     IZTשימוש בהגדרת ה  .5.3.2.3

  ההגדרה הפורמלית של ההתמרה ההפוכה היא
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 שמקיף C שאומר שהאינטגרל הבא על עקום Cauchyהנכונות נובעת ממשפט האינטגרל של 

  את הראשית 
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Γהוא עקום סגור בתחום ההתכנסות של )(zF .Cauchy הראה גם כי אפשר לפתח אותו 

  י "ע
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lim}at  X(z) { Res)()(,α בקוטב פשוט zX)('  של פresidueה  zXz
z

αα
α

−=
→

לשים לב . 

לא נרחיב למקרה של קטבים .  למקדמי הפרוק לשברים חלקייםresiduesלקשר הפשוט בין ה 

אפשר להסיק את מקרה הריבוי ממציאת מקדמי הפרוק לשברים חלקיים . עם כפילות

  . במקרים אלה
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 ל IZTמצא  :5.12 דוגמא
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   לפתרון משואות הפרשיםZשימוש בהתמרת  .5.3.3

 עם תנאי ההתחלה  (5.2)   לפתרון משואת ההפרשיםzיישם את הידע שרכשנו בהתמרות נ

)1(),...,1(),( −+−− yNyNy  

  :נקבל; ל שני אגפי המשואה שZנבצע התמרת 

(5.42) 1 1
0 1 0 1( )[ ] ( ) [ ] ( )N L

N y L uY z a a z a z P z U(z) b b z b z P z− − − −+ + + + = + + + +" "  

),()(היכן ש  zPzR1,1מדרגות  הם פולינומים −− LNהתלויים ב,  לכל היותר- 

)()1( L,u,u −− )1()(ו  " N,y,y −−   ).בהתאמה("

  נסמן  

(5.43) N
N zazaazA −− +++= "1

10)(  ,   L
LzbzbbzB −− +++= "1

10)(    

  zY)(ונחלץ את 

(5.44) 
)(

)()()(
)(
)()(

zA
zRzPzU

zA
zBzY −

+=   

 לבין   של התגובהZבין התמרת מוגדרת כיחס  (5.2) של המערכת   פונקצית התמסורת: הגדרה

)(0,  0בהנחה של תנאי התחלה אפס ו של העירור Z התמרת <∀= nnu .  

)י "נסמן אותו ע )H z  

  ,       
)(
)(  : )(

zU
zYzH = for ;0)1(...)( =−==− yNy and 0,0)( <∀= mmu  

)(0,)(0 תנאי התחלה אפס  (5.44) אם נקח ב  ≡≡ zRzPנקבל ש   

(5.45) 
)(
)()(

zA
zBzH =  

   באופן (5.44) ונוכל לכן לכתוב את 

(5.46) 
)(

)()()()()(
zA

zRzPzUzHzY −
+=  
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 שהוגדר  של משואת ההפרשיםהפולינום האופייניהוא מכנה של פונקצית התמסורת רואים כי ה

. תגובת המערכת קובעים את בסיס  הפתרונות של פונקצית התמסורת לכן הקטבים של (5.10) ב 

 יוצא שהמערכת יציבה אם ורק אם . של פונקצית התמסורתהאפסים קרויים zB)(האפסים של

||   1  מקיימים H(z) של kα  הקטבים כל <kα.     

  

)(}){( :טענה nhZzH   )(5.19) הוגדר ב(תגובה להלם של המערכת  הוא הnh)(היכן ש  =

)(1עבור כניסת הלם : הוכחה =zU, 0)( =zP , (5.19) על פי הגדרת התגובה להלם ב 

0)( =zR . בתנאים אלה)()( zHzY =.  

      

  .התמסורת של מערכת רציפה והתגובה שלה להלם' ל דומה לקשר בין פ"הקשר בטענה הנ

התמסורת משמעות של הענות בתדר עבור ערכים של ' ראינו גם שעבור מערכת רציפה יש לפ

ωjs =.  

θjezהתמסורת הדיסקרטית יש משמעות דומה עבור ' לפ ה שמעגל היחידה סביב העובד (=

הראשית של המישור הקומפלכסי מחליף את הציר הדמיוני לא מפתיעה אותנו כי כבר הכרנו 

  ").לא יציבים"ו" יציבים"בין התחום של קטבים , בהתאמה, אותם כמפרידים

  .התכונה המזכרת מובאת בניסוח מדויק בטענה הבאה

    

)( cos )( אם הכניסה למערכת יציבה הינה :טענה θnCnu u= אז התגובה שלה )(ny במצב

)( cos )(המתמיד תהיה   φθ += nCny ysהיכן ש   

) )()( (i.e.     )(   ,    )( φθθθθ φ jjjjj

u

y eeHeHeHeH
C
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=∠==   

נסתכל על הכניסה כ : הוכחה
2
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  נציב לתוכו את ההתמרה של הכניסה ונזכור שאנו צריכים את. zY)( ל (5.46) י נתחיל  מהביטו

)(lim)( nyny
ns ∞→

=  

 תורמים ביטויים דועכים לאפס zH)(הקטבים של , zY)(בפרוק לשברים חלקיים של 

  .  הקשורים לתנאי התחלה(5.46) לכן נזרוק את האברים ב , n<<0עבור

  נותרים עם 
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)שבפיתוחו לשברים חלקיים שוב מעונינים למציאת  )nysרק בשברים החלקיים הנובעים  

:zU)(מהקטבים של 
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)היכן שהשתמשנו בעובדה ש  )zH מנת פולינומים שמקדמיהם ( פונקציה רציונאלית ממשית

  :לכן) ממשיים

 φθθφθθ jjjjjj eeHeHeeHeH −− =⇒= )()()()(  

  :ונקבל את מה שרצינו להוכיח נבצע התמרה הפוכה

[ ] )cos()(
2
1)( φθφθφθθ +=+= −− nCeeeeeHCny y

jnjjnjj
us  

  

  :מצא את הפתרון למשואת ההפרשים :5.13 דוגמא

y(n) - 3y(n-1) + 2y(n-2) = δ-1(n) 

  .y(-1) = 1; y(-2) = 1עם תנאי ההתחלה 

  

  : על שני אגפי המשואהZנפעיל את התמרת 
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  .Zי התמרת "  ע:5.2דוגמא  נפתור את משואת ההפרשים שב :5.14 דוגמא
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אלא , y(-1),...,y(-N)הנתונים אינם לעתים עלינו לפתור משואות הפרשים כאשר תנאי ההתחלה 

יש לחשב את , י ההתמרה"קודם לפתרונה ע, במקרים כאלה. תנאי התחלה אחרים

)1(),...,1(),( −+−− yNyNyמתוך תנאי ההתחלה הנתונים ומתוך משואת ההפרשים .  

)0,()1,...,()1(   עם תנאי ההתחלה הנתונים עבור(5.1) במקרה שבו נתונה המשואה  −Nyyy 

 :נוכל לרשום אותה בצורה הבאה, nמכיוון שהמשואה תקפה לכל : אפשר גם לפעול באופן הבא

N)u(nbN)u(nby(n)aN)y(na 0N0 +−+++=+++ LL""  

  :(5.26)   ונשתמש ב Zעתה נבצע התמרת 

0 -
0 0[ ... ] ( ) ( ) [ ... ] ( ) ( )N N N L

m y l ua z a z Y z F z b z b z U z F z+ + + = + + +  

)כאשר  ), ( )y uF z F z  ערכי ההתחלה עבור בשמקדמיהם תלויים  פולינומיםהינםu(0)…,u(N-1) 

  . בהתאמה, y(0)…y(N-1)  -ו

  :Y(z)ודד את יש לב
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  .y(n) = Z-1{Y(z)} ולמצוא את

  

  :מצא את הפתרון למשואת ההפרשים :5.15 דוגמא

y(n) - 3y(n-1) + 2y(n-2) = δ-1(n) 

  .y(0) = 1; y(1) = 0עם תנאי ההתחלה 

  

  :נרשום את המשואה בצורה

y (n+2) - 3y(n+1) + 2y(n) = δ-1(n+2) 

  :Zנבצע התמרה 
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1
1( )  { ( )}  [- 1] ( )y n Z Y z n nδ−
−= = +  

   של דגימתהZפלס של פונקציה רציפה והתמרת קשר בין התמרת ל .5.3.4

  

  :שהיא פונקצית זמן,  הבאהf1(t)נתבונן בפונקציה 

(5.48) f t f n t nT)
n

1 0
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( ) ( ) (= −
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∞

∑ δ  

ניתן לתאר פונקציה .  של דיראקפונקצית ההלם היא tδ)( ו,  היא פונקציה דיסקרטיתf0(n)כאן 

  .Tרווח ביניהן וה, הן פונקציות הלם" שניו"אשר , "מסרק"זו כ

  .f1(t)התמרת לפלס של , F1(s)נמצא את 
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sTezר כאש, f0(n) של Z שווה להתמרת f1(t)התמרת לפלס של , כלומר =.    

  

, f0(n) של הפונקציה הדיסקרטית משחזורהמתקבלת ) פה למקוטעיןהרצי( הפונקציה f2(t)תהי 

  :בצורה שתוארה בתחילת הפרק

(5.51) f2(t,nT ≤ t < (n+1)T) = f0(n) 

  :  נוכל לבטא בצורה הבאהf2(t)ת א
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∞
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  .t ≥ 0) מוגדרת עבור f2(t)-ו, n ≥ 0 מוגדרת עבור f0(n)-מניחים ש(

 :f2(t)נמצא את התמרת לפלס של 
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  : התמסורתיחסנתבונן ב

(5.55) 
s
e

sF
sF

sG
Ts−−

==
1

)(
)(

)(
1

2  

  .δ-1(t) - δ-1(t-T)היא  δ(t)א מייצג רכיב אשר תגובתו לעירור  וה

ליניארית ועם ,  להיות פתרון למשואה דיפרנציאלית רגילהאינן יכולות f2(t) ,f1(t)-שים לב לכך ש

ub(t)ya(t) מקדמים קבועים מהצורה
n

0k

(k)
k

(k)
n

0k
k ∑∑

==

=.  

Tsezהתמסורת הרציפה והדיסקרטית דרך ' הקשר המקורב בין פ ' למדנו כי ערכי פ.  =

התמסורת ' ת על מעגל היחידה מתארים למערכת דיסקרטית הענות בתדר ממש כמו שפהתמסור

ל תואם "הקשר הנ. של מערכת רציפה מתארת את ההענות בתדר עבור ערכים על הציר הדמיוני

ωθתכונות אלה  כי  jsez j נושא שאינו (ואמנם עקומות בודה של מערכת דיסקרטית . =↔=

πθθ לערכים zH)(התמסורת '  ת הגבר ופאזה של פמתארו) בחומר הנלמד ≤≤0 ),( jeH. 

Tsezכמו כן הקשר  תוך " (יציב" מתאר נכון את ההפרדה של המישור הקומפלכסי לאזור ה=

צי חוץ מעגל היחידה תואם את ח" (לא יציב"וה) מעגל היחידה תואם את חצי המישור השמאלי

התמסורת משמעות של הענות לכניסה ' י העקום הנותן לפ"כשהם מופרדים ע) המישור הימני

  .סינוסואידלית

  

  הצגות מצב למערכות דיסקרטיות .5.4

 Nי משואת הפרשים  מסדר" עגהצויקבועה בזמן וסיבתית שקודם דיסקרטית לינארית מערכת 

 משתני N- משואות דיסקרטיות מסדר ראשון בNי  מערכת  של "עגם ניתנת  לייצוג  , (5.2) ב

  .נגביל את הדיון למערכות בעלות כניסה יחידה ויציאה יחידה .מצב

(5.56) 
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)(nu ו)(nyוהתגובה  ו  העירור  הם כמקודםdCBA . יצות מהממדים המתבקשיםהם מטר  ,,,

NNממימד A   דהיינו   . של ההצגההמטריצה הדינמיתקרויה   ש,×

B 1 ממימד×N.  

C ממימד N×1.  

d  11 ממימד×       
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  .להצגת מצב יש פתרון יחיד לכניסה ותנאי התחלה נתונים

Nknxk הפתרון נותן גם את משתני המצב ny)(מלבד  ,...,1),(  שמעונינים בהם לעיתים =

  ). במיוחד כאשר הם נבחרים כמשתנים בעלי משמעות להבנת המערכת(

  יכולהTכל מטריצה לא סינגולרית . הצגת מצב של מערכת איננה יחידה, כמו במקרה הרציף

)()(להגדיר משתני מצב חדשים  1 nxTnq    והצגה אקויולנטית=−

},,,{},,,{ qqqq dCBAdCBA →
 

(5.57) ddCTCBTBATTA qqq ==== −−    ,    ,    , q
11  

)()(י ההצבה של  "כפי שקל להוכיח ע nqTnx   . להצגת המצב=

י משואת "למערכת המתארת ע") הצגת משתני פאזה("נראה איך אפשר לקבל הצגת מצב 

10 עם תנאי התחלה סטנדרטיים ו (5.2) ם ההפרשי =a:  

(5.58) ( ) ∑∑
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k
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  נסתכל ראשית על משואת העזר 
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   לקבל(5.59) נשתמש ב ולבסוף 
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(5.60)     
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},,,{ עם מטריצות(5.59) דהינו קבלנו הצגת מצב ל  ffff dCBAי" הנתונות ע  

(5.61) 
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  נרכז את תנאי ההתחלה לוקטור ונגדיר מטריצות  . נדרש גם לתרגם את תנאי ההתחלה

(5.63) 
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 הקשר בין תנאי ההתחלה הסטנדרטיים לתנאי התחלה על וקטור משתני המצב שהגדרנו :טענה

הוא 
If yOOx 1)0(   ). לא סינגולריOבהנחה ש  (=−

 הינו סט תנאי ההתחלה, סט תנאי ההתחלה הנחוץ לפתרון הבעיה המוצגת במרחב המצב: הוכחה

]י "הנתון ע, של משוואת העזר ]Tff yNyx )1()()0( −−= ".  

לכן יש להמיר את 
I

y 0(ל  תנאי ההתחלה(x.   

 

   :)(5.60)  לפי(לכן  ,f(n)=0עבור אינדקסים שליליים 
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  (5.63)  עם המטריצות (5.56)  שצורתה (5.58) עבור  המצב נבצע תהליך דומה על הצגת
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)(אותו וקטור  Nx נותן את הקשר  חילוצו .  מופיע בשתי המשוואות−
If yOOx 1)0( −=.  

  

 עם המטריצות ותנאי (5.56)  מתאימה הצגת מצב (5.58) הראנו שלמשואת ההפרשים , לסיכום

  ההתחלה

(5.64) 

01001100

11

  , ],  ...  ,,[
1
0
.
.
0

   ,   
100

00100
0010

bdbabbabbabC

B

aaa

A

NNNN

NN

=+−+−+−=























=























−−−

=

−−

− "
…

#%#
"

"

  ,    

If yOOx 1)0( −=  

Lkbk  יש להציב   Cהיכן שב    ≥= ותנאי ההתחלה מובאים באמצעות ביטויים שהוגדרו ב , 0,

 (5.63).  

  

  .:5.2דוגמא  מצא הצגת מצב במשתני פאזה למשואת ההפרשים שב :5.16 דוגמא

)1(
16
1)(3)2(

8
1)1(

4
1)( −+=−−−− nununynyny   ,    0)2(,1)1( =−=− yy  

  מקבלים את הפתרון הבא

)(3)(
16
13

8
3)(

)(
1
0

)(
4
1

8
1

10
)1(

nunxny

nunxnx

+



=









+












=+

      














−
=

275
92
275
16

)0(x  

 החישוב הבא+ י הצבת מקדמי המשואה המתאימים "ע



 

  33עמוד : 5פרק 

 

,
4
1

8
1





=fC   →    



=



+=

16
13

8
3

16
103 fCC      30 == bd  

,

16
3

32
1

4
1

8
1

















=fO       ,

64
37

128
13

16
13

8
3

















=O    







=

1
0

Iy   →   














−
== −

275
92
275
16

)0( 1
If yOOx  
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ע  "  יש עAנשים לב שאנו מצוידים בכלים מספיקים כדי לפתור את הבעיה  גם כאשר ל : הערה

  .עם כפילויות זאת מכיוון שהכרנו את הפרוק לשברים חלקיים גם כשיש ריבוי 

  

  הצגת מצב דיסקרטית כתוצאה מדגימה של הצגת מצב רציפה .5.4.2

  :י מערכת משתני המצב הבאה"המיוצגת ע, מסוימת) לא דיסקרטית(נתונה לנו מערכת 
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  .ומעונינים לחקור את המערכת הדיסקרטית שמתקבלת, Tאנו דוגמים את המערכת ברווחי זמן 

  :לכן נניח. t = nT ידועים לנו רק עבור u(t)ערכי 

(5.77) u(t,nT ≤ t < (n+1)T) = u(nT) 
  .זהו תהליך של שחזור

  : הוא(5.76)  המצבהפתרון הכללי של מערכת משואות 
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  .(5.56)  זוהי משואת מצב דיסקרטית מהצורה
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  :י משואות המצב הבאות"מערכת מתוארת ע :5.20 דוגמא
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    מבחני יציבות למערכות לינאריות .6

  

היציבות של מערכת לינארית רציפה מובטחת אם כל הקטבים של פונקצית , כפי שלמדנו

כמו כן למדנו שהיציבות של מערכת . התמסורת שלה נמצאים בחצי המישור המרוכב השמאלי

ל יחידה לינארית בדידה מובטחת אם כל הקטבים של פונקצית התמסורת שלה נמצאים בתוך מעג

בפרק זה נביא מבחני יציבות שבודקים תנאים אלה באופן . סביב הראשית של המישור המרוכב

דהינו במספר מצומצם של פעולות על מקדמי הפולינום בלא חישוב נומרי של אפסי (אלגברי 

  ). הפולינום

  

     למערכות רציפותRouthקריטריון  .6.1

  

 נאמר על פולינום

(6.1) )()(
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10 ∏
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−=+++=
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n
nn ssfsfsffsF  

}Re{0אם   ) במובן של פולינום אופייני של מערכת רציפה( יציב כי הוא <is לכל ni ,...,1=.  

  .sF)(  האפסים שלn במקרים כלליים יותר מעונינים לדעת את פילוג

  :נסמן

• α מספר האפסים ב  LHP) Left Half Plane(    )  דהינו)(sFn  יציב אם n=α( 

• β הדמיוני על הצירמספר האפסים (Imaginary Axis) 

• γ מספר האפסים ב RHP) Right Half Plane(  

++=nכך ש γβα יבות קריטריון מאפשר לקבוע את היצה)α = n (שתתואר , ובהרחבה

γβα(פילוג ה גם את ,חלקית   . על ידי מספר סופי של פעולות  בלא לחשב את האפסים,),,

  :אלגוריתם

,sRk ,0,...,1)(סדרה של פולינומים זוגיים sFn)(נבנה ל  −= nnk   

)()(היכן ש  sRsR kk והחזקה המקסימלית שלו ) א מקדמי חזקות אי זוגיות מתאפסים"ז (−=

  )זוגי- אי k  ל k-1 - זוגי ו k לkא חזקה מקסימלית "ז (k=2m+1,k=2m עבור  2mהיא 

  :באופן הבא
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=−1,...,1  עבור:רקורסיה nk 1)(   מצא sRk−  

  

(6.3) 

1
1

2
1 1 1 1

(0)
(0)

( ) ( ) ( )         (  ( ))

k
k

k

k k k k k

R
R

R s R s s R s R s

ρ

ρ

+
+

+ + − −

=

= + ⇒

    

)0(0 אם נורמליהאלגוריתם נקרא  ≠kRכל  עבור k .  לא נורמליאחרת הוא יקרא.  

  

 מוגדר היטב עד אלגוריתםאחרת ה.  לא יציבsFn)( ⇐ מתגלה כלא נורמלי sFn)( אם :משפט

  י" ענסמן. סיומול

(6.4) { })0(),...,0(),0( 01 RRRVar nn −=ν  

νק ליציבות הוא יתנאי הכרחי ומספ .s=0ה ב חילופי הסימן של הסדר מספראת  = 0 .  

n,...,1k   0ולנטי הוא ואקווי קיתנאי הכרחי ומספ( =>kγ(.   

βי אז נורמל אם האלגוריתם :הרחבה = γ, ) אפסים על הציר הדמיוניןאי (0 ν=, α ν= −n   

  

האלימינציה נעשית למקדם . כ באופן מעט שונה" בד מופיע בספרי הלימוד Routhמבחן:  הערה

ובטבלה מופיעים מקדמי הפולינומים ) ל"במקום של האיבר החופשי בנ(החזקה הגבוהה ביותר 

נדרש גם הגדרה שונה של זוג הפולינומים  באתחול עם ). ל"ום בסדר עולה בנבמק(בסדר יורד 

ה אפשר להראות שהאלטרנטיבה "ס. הבחנה בין המקרה של פולינום מדרגה זוגית ואי זוגית

דהינו (שבספרים אלה  אקויולנטית לביצוע האלגוריתם דלעיל לפולינום עם היפוך סדר מקדמים 

#)(-ל sFn( -יש לשים לב של).  למטה(6.6)  פי הגדרת סימון שתובא בעל(sFnו - )(# sFn יש אותו 

אפשר  להשתמש בעובדה האחרונה   כדי להפעיל  את ). ?למה (אפסים ביחס לציר הדמיוניפילוג 

#)(ל ל "המבחן  הנ sFn יותר" פשוט" אם זה נראה.  

  

הצעות טיפול למצבים אלה מופיעות . אופן הטיפול במקרים הלא נורמליים לא ידון כאן

נדגיש רק את האפיונים הבאים של המקרים הלא . [2] במאמרים שונים בספרות ראה למשל  

  :נורמליים

  

  .יציבות- הופעת חלוקה באפס מעידה על אי-

)1 הופעת פולינום - ) 0, 1kR s k− ≡ הם אפסים של sRk)( קורת אם ורק אם האפסים  של  ≤

)(sFn . לפולינום זוגי יש אפסים שהם או על הציר הדמיוני או שהם מופיעים בזוגות עם שיקוף
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)1לכן התופעה . ביחס לציר הדמיוני ) 0, 1kR s k− ≡ לקיום ) אך לא מספיק(  מהוה תנאי הכרחי ≤

  .אפסים על הציר הדמיוני

  ).ולכן סיום נורמלי של האלגוריתם מבטיח שאין אפסים דמיוניים(
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   s=0נבדוק מספר חילופי הסימן של הסדרה ב 

{ } )0,()0,()0,()0(}5,8,5,1{0      יציב 0123 ⇒==VarRRRRVar  

מקובל לרשום  את האלגוריתם בטבלה שבה דרגות פולינומים יורדות משורה לשורה ובכל שורה 

ואפשר לנסח את הרקורסיה כתבנית (מופיעים מקדמי הפולינום של הסדרה בסדר חזקות עולה 

  ל הטבלה תהיה"למשל לדוגמה הנ). של פעולות בין אברי השורות
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  . מתאר את חילופי הסימן לאורך העמודה הראשונה(6.2) יוצא ש 

  

32 הפולינום  Kלאילו ערכים של   :6.2 דוגמא 595)( sssKsP לא "כמה אפסים ?  יציב=+++

  ?K=10יש לו עבור " יציבים

  נחזור על האלגוריתם ונקבל את הטבלה
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>>⇐יציב אם ורק אם אין חילופי סימן בעמודה הראשונה       90 K.    

 מקבלים K=9ל ).  (ההרחבה' ר (LHP ב 1 ו RHP אפסים ב 2 חילופי סימן לכן יש 2 יש  K=10עבור 

0)(1 ≡sRגם אפסים של הפולינום הנבחן במצב כזה נובע ככלל שהאפסים של הפולינום שלפניו הם  ;

)(5)1(כאן   2
2 ssR  s=0 יש אפס ב  K=0ב  ; ±j אפסים על הציר הדמיוני  ב2 יש sP)(ולכן ל  =+

  ) למשל[2] ואלו דוגמאות למצבים שעבורם לא הבאנו הרחבה של השיטה לשם כך ראה 

  

     למערכות בדידות Bistritz קריטריון  .6.2

  נאמר על פולינום
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10)(  

  .n1,...,i   1  =<izאם ) יני של מערכת דיסקרטיתיבמובן של פולינום אופ( כי הוא יציב 

  

  : נסמן. zDn)(  האפסים שלn במקרים כלליים יותר  מעונינים בפילוג

• αר האפסים בתוך מעגל היחידה מספ IUC) Inside Unit Circle()  )(zDn  יציב אם 

n=α( 

• β מספר האפסים על מעגל יחידה UC  (Unit Circle). 

• γ מספר האפסים מחוץ למעגל היחידה OUC ) (Outside Unit Circle  

++=nכך ש γβα.   

α(קריטריון מאפשר לקבוע את היציבות ה = n (פילוג   הגם את , שתתואר חלקית, ובהרחבה

)γβα   .על ידי מספר סופי של פעולות  בלא לחשב את האפסים) ,,

  

  :אלגוריתם

 האם קיש לבדוראשית 
0

(1) 0
n

n i
i

D d
=

=  אפס על מעגל היחידה ולכן  יש אז לפולינוםאם כן.  ∑=

  שלו ביחס למעגלאפסיםהלוג יפהמשיך ולמצא את לאם רוצים , ניתן[ .אינו יציבכבר ברור ש

)1( פקטוראת הלחלץ , היחידה −z נסמן.]  . כ להמשיך כדלקמן"ואח  
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k
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Tk  ה אם כלנורמלינאמר שהאלגוריתם  ( )0   .ילא נורמלאחרת הוא יקרא  ,   ≠0

  

  . לא יציבzDn)(אזי, לא נורמלי אם האלגוריתם מתגלה כ:משפט

   νאחרת ניתן להמשיך את האלגוריתם עד לסיומו ואז נסמן ב 

(6.9) { })1(),...,1(),1(var 01 TTT nn −=ν  
  .z=1 במספר חילופי הסימן של הסדרהאת 

νתנאי הכרחי ומספיק ליציבות הוא  = δkתנאי ה (.0 > k עבור0 n= אך  הכרחי ליציבות 1,...,

  .)אין הוא תנאי מספיק ליציבות

β אז ורמלינאם האלגוריתם : הרחבה = γ, ) היחידה אפסים על מעגלןאי (0 ν= וα ν= −n.  

  

  ). הלא נורמלי  מובא פישוט משמעותי לטיפול במקרה[4]  ב ( [4]  וב [3] הכללות מופיעות ב

  :נציין להלן שני אפיונים חשובים למקרים הלא נורמליים

  

  .יציבות- הופעת חלוקה באפס מעידה על אי-

1)(0,0 הופעת פולינום - ≥≡− kzTk  קורת אם ורק אם האפסים  של )(zTk הם אפסים של 

  )(zDn .להיות או אפסי םרי חייביאפסים של פולינום סימט UC או זוגות אפסים עם שיקוף 

)1א  "ז ) 0, 1kT z k− ≡  קורה אם ורק אם לפולינום הנבחן יש אפסים על מעגל היחידה או זוגות ≤

ϑϑעם שיקוף ביחס למעגל היחידה 

ρ
ρ jj ee )1התופעה >   =,1 ) 0, 1kT z k− ≡  היא תנאי הכרחי ≤

לכן במיוחד אם האלגוריתם מסתיים באופן (לקיום אפסים על הציר הדמיוני ) אך לא מספיק(

  ).UCמובטח שאין אפסי " נורמלי"
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  .Kהאפשרות שכל סכומי השורות שליליים לא מתאפשרת לאף ערך של  
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224האפשרות שכולם חיוביים נותנת את  תחום היציבות  <<− K.  

1)(0מקבלים . K=22נבדוק למשל מה קורה במקרה   ≡zT כמו במקרה  ( לכןRouth למצב כזה  (

ואמנם . זה אומר שהפולינום הקודם הינו בעל אפסים שהם גם אפסים של הפולינום הנבחן

)(22)1(האפסים של  2
2 zzzT הם חלק מהאפסים של ) שהם על מעגל היחידה (≡−+

32
22| 2422222)( zzzzD K )())(121(/11למעשה . ==+−+ 222| zzTzD K הרחבה    (==+

  ). [4] שיטתית איך להמשיך במקרים לא נורמליים כאלה ראה ב 

   ?K=33ומה למשל פילוג האפסים כאשר 

2}11,45,48,77,74var{ =−=ν אפסים 2 לפי ההרחבה למשפט יש OUC 1 ו IUC.  
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 1עמוד : לי§תרגי

 תרגילי§

 

  .1 פרק

 : עבור המערכת המתוארת בציור מצא 1.1

 .הדיאגרמה האקויוולנטית המתארת את המערכת. א

 f(t) כאשר (Steady-state)מהירות המסות במצב מתמיד . ב

 .קבוע

למציאת הדיאגרמה האקוויולנטית קבע  ראשית את     : הדרכה(

 מהירויות הייחוס ואחר כ¤  חבר ביניה§  את §  שהי§הצמת

 )י§ המתאימי§הרכיב

 

 

 

 

 

 

) ' מ�ג " קJמומנט אנרציה (מפעיל גלגל תנופה  ) wsמקור מהירות סיבוב קבועה (מנוע סינכרוני  1.2

וציר תמסורת בעל מקד§ ) רדיא©/שני' מ�  נBcמקד§ חיכו¤ (מצמד : באמצעות תמסורת הכוללת

בי© ציר החיכו¤ . BKהנתמ¤ בקצותיו באמצעות שני מיסבי§בעלי מקדמי חיכו¤ , Kפיתול 

 .Bהתמסורת לגלגל תנופה הוא 

 ).באותה שיטה בה השתמשת בשאלה הקודמת(קבל דיאגרמה אקויוולנטית עבור המערכת . א

 .ר המקשרת בי© מהירות המנוע למהירות גלגל התנופה"קבל מד. ב

 

 .ב במקביל, קבל ביטויי§ עבור מקד§ הקשיחות האקויוולנטי של שני קפיצי§ המחוברי§ א בטור 1.3

 

קבול החו§ של כל אחד .  וואטqא המרכזי של צרו­ בי© שלשה תאי§ מותק© רדיאטור המספק בת 1.4

.  וואט מעלהKומוליכות החו§ של כל אחד מהתאי§ היא , ג מעלה"בק/אול' גCמהתאי§ הוא 

 .Toטמפרטורת התא החיצו© 

וחשב את טמפרטורת התא המרכזי במצב      , קבל דיאגרמה אקויוולנטית עבור המערכת

 .המתמיד
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 ולמוט פיתול ע§ קבוע פיתול Bsמחובר דר¤ מצמד ע§ קבוע ריסו©   , ωsמקור מהירות זוויתית  1.5

K , מוט הפיתול מחובר חיבור קשיח לגלגילה ללא אנרציה בעלת רדיוסr .לגלגילה מחובר חבל ,

יש להתחשב בכוח הכובד הפועל על .   ע§ הקירותB ובעלת חיכו¤ Mהקשור למעלית בעלת מסה 

 .המעלית

 . קבל דיאגרמה אקויוולנטית עבור המערכת.א

 . שק­ את המעגל אל הכניסה.ב

 ? מה היא  המשוואה הדיפרנציאלית המקשרת בי© מקור המהירות למהירות המעלית.ג

 

 

 

 

 

 

 

 

  :עבור המערכת המתוארת בציור 1.6

 .קבל דיאגרמה אקוויוולנטית .א

  .M2 למהירות המסה הקטנה  f(t) המופעל  קבל משוואה דיפרנציאלית המקשרת   בי© הכוח .ב

 ?) קבועf(t)כאשר מכניסי§ (מה יקרה במצב מתמיד  .ג
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,  מעביר את המומנט דר¤ מצמדT שהוא מקור מומנט �לפיו מנוע , נתאר מכונית כמודל פשוט 1.7

התמסורת מהגיר מתבצעת על ידי , n:1אל הגיר שיחס התמסורת שלו ,  B1שנית© לתארו כמרס© 

 Kלמוט מקד§ פיתול , Rשה§ בעלי רדיוס , שמעביר את המומנט אל הגלגלי§ האחוריי§, מוט

 והחיכו¤ בי© Mמסת המכונית היא .   ליד הגלגלי§B3 �  ליד הגיר ו B2והחיכו¤ במיסביו הוא 

 .B4הצמיגי§ לכביש הוא 

 . מצא את הדיאגרמה החשמלית האקויוולנטית של המערכת.א

 .ת המקשרת את מומנט המנוע למהירות המכונית  רשו§ משואה דיפרנציאלי.ב

 

 

מסת . מתאר כלי רכב הנע על גבי רצועה הכרוכה סביב שתי גלגילות שציריה© קבועי§הבא הציור  1.8

 Js ואנרציה Bs בעל חיכו¤ פנימי Tsמנוע הרכב נית© לייצוג על ידי מקור מומנט . Mהכלי 

 ).rהכוללת את גלגלי הרכב שרדיוס§ (

מומנט האינרציה של כל אחת . Bקווי בי© הגלגלי§ לבי© הרצועה הוא מקד§ החיכו¤ ה

 .R ורדיוסו Biמקד§ החיכו¤ במיסבי הגלגילות הוא  . Jiמהגלגיליות הוא 

 

 .קבל דיאגרמה אקויוולנטית עבור המערכת. א
מה תהיה מהירות הרכב כתגובה לעירור כאשר אי© חיכו¤ בי© גלגלי הרכב לבי© הרצועה   . ב

(B=O)? 
. עלינו להתחשב במקד§ מתיחה של הרצועה ובמסתה, כדי לקבל תמונה נאמנה יותר למציאות. ג

נית© לראות את הרצועה כשרשרת של אינסו­ מסות קטנות : רמז. (קבל כעת את הדיאגרמה

 ).המחוברות בניה© על ידי קפיצי§
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לטי§ המי§ חזרה ממנו נפ, משאבה המופעלת על ידי מנוע חשמלי מזרימה מי§ מאג© למיכל מי§ 1.9

, )זניחה (Lהשראותו , Rהתנגדות העוג© היא . י מתח העוג©"י מבוקר ע"המנוע הוא מנוע ז. לאג©

 ומקד§ החיכו¤ במיסב Jnמומנט האנרציה של הרוטור הוא . Kומקד§ התמרה אלקטרו מכני 

 .Bnציר הרוטור 

קד§ פרופורציה  ומBpמקד§ חיכו¤ המיסב , Jpמומנט אנרציה של החלק המסתובב : המשאבה

α הקובע את הקשר ω α Q= , בי© הספיקה דר¤ המשאבה ומהירות הסיבובω. 

 .המנוע מחובר למשאבה באמצעות ציר קשיח לחלוטי©

 .צפיפות המי§  , RHהתנגדות הידראולית של ברז היציאה היא ,  Aשטח חת¤ : המיכל

גובה פני המי§ =Xכאשר (בכניסה למיכל gxρהלח¯ שמפתחת המשאבה הוא הלח¯ ההידרוסטטי

 .הלח¯ בכניסה למשאבה וביציאה מהמיכל הוא אפס). במיכל

 

 .שרטט דיאגרמה אקויוולנטית למערכת. א

 .שק­ את המעגל שקבלת לכניסה. ב
 .קבל משוואה דיפרנציאלית שתקשר את מהירות המנוע לספיקת המי§ ביציאה מהמיכל. ג

 ?RH  → ∞ע למנוע ונסגור את ברז היציאה כ¤ ש מה יקרה א§ נת© מתח קבו. ד
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הצינור   . R1  מחוברת לצינור בעל התנגדות הידראולית Psמשאבה המזרימה מי§ בלח¯ קבוע  1.10

בעל התנגדות הידראולית , למיכל זה מתחבר צינור נוס­ . A1מוביל את המי§ למיכל אשר שטחו 

R2 המולי¤ למיכל שני בעל שטח  A2 . אשר , מי§ המי§ החוצה דר¤ ברזממיכל זה מוזר

 .הלח¯ החיצוני הוא אפס . Roהתנגדותו ההידראולית  הוא 

 

 

 

 .מצא דיאגרמה אקויוולנטית. א

 .רשו§ משוואה דיפרנציאלית למערכת. ב
 .מצא את ספיקת המי§ החוצה במצב העמיד. ג

 

  .2 פרק

107)(: 'מערכת מתוארת על ידי המשוואה  הדיפ 2.1 tuyyy =++ &&& 

==−=σבזמ© ידוע כי  tyy )()(:  הערור&0;3 1 ttu −= δ 

 .קבל את התגובה לתנאי ההתחלה. א

 .קבל את התגובה במצב העמיד. ב
 .קבל את התגובה החולפת. ג
 .קבל את התגובה לעירור. ד
 ).לעירור ותנאי התחלה(קבל את התגובה הכללית . ה

=+ ו אות§ תנאי התחלה עבור הא§ הפתרו© במקרה זה היה שונה אילו נתנ. ו 0t? 
 .חשב את תגובת המערכת לאימפולס בתנאי התחלה אפס. ז
 . לפלס התמרתחזור על הפתרו© בעזרת. ח

 

uuyyy: מערכת מתוארת על ידי המשוואה הדיפרנציאלית 2.2 &&&& +=++ 107 

u(t)(t)   כאשרt > 0 עבור y(t) קבל את .א 1−= δ  ©וכ© נתו© כי בזמ−=−== 03;0 tyy& 

=+כאשר &y � וyב מה§ ערכי  0t? 
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 : מצא את הקונבולוציה של הזוגות הבאי§ של הפונקציות 2.3

attoא  sin);(δ 

 ;atet  ב

 sin(at) ;  cos(bt(ג 

 eat ; ebtד 

atה 
11 e));(t(t)( −
−− −− τδδ 

 

uuuYyyנתונה המשוואה  2.4 &&&&&& 52158 ++=++ 

)()(   כאשר< t 0 עבור y(t)א קבל את   1 ttu −+ δ ©וכ© נתו© כי בזמt=0- 3;7 =−= yy && 

 ?+t=0כאשר &y � וyב מה§ ערכי 

 

5sin)(: תגובת המדרגה של מערכת היא 2.5
5
15(cos1)( 11 tttety t

−
−

− 



 +−= δ 

 ?y(t) לתגובה u(t)א מהי המשוואה המקשרת בי© העירור 

 ב פתור אותה עבור 

1)0(y;0)0(y);1t()t(u 0 ==−δ= &
 

1)0(y;0)0(y;tcos)t(u === & 

 

 : מצא את התמרת לפלס ההפוכה של כל אחת מהפונקציות הבאות 2.6

א 
s

e s

+

−

5
5)2)(3(2ב   

5
++ ss

ג  
12

1
2 +− ss

 

 

ד 
)1(

1
22 +ss

33ה   

1
as +

222ו  

2

)( as
s
−

 

 

232ז 

2

)( as
s
+

ח   
s
e 51 −−
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tucyybya)(:  נתונה מערכת המתוארת על ידי המשוואה 2.7 =++ &&& 

)()( �הבעיה היא למצוא את התגובה של מערכת זו ל  0 ttu δ= 

 . כאשר תנאי ההתחלה ה§ אפס

  �התגובה לדובלט , בעצ§, שהיא( העבר את הבעיה של מציאת התגובה להל§ של מערכת זו .א

 )(1 tδ של המערכת )(tucyybya =++  . לבעיית תנאי התחלה&&&

שהוא פתרו© המשוואה , y(t)§  שעבורδ �וαמה§ , כלומר
0)0()0(

)(1

==
=++

yy
tcyybya

&

&&& δ
 

 שהוא פתרו© המשוואה  ty)( �שווה ל
βα ==

=++
)0(;)0(
0

yy
cyybya
&

&&&
 

 פתור את המשוואה  .ב
1)0(;1)0(
245

=−=
+=++

yy
uuyyy

&

&&&&
)()(עבור   0 ttu δ= 

 

ונקצית זמ© מהטור הימני את השתמש א¤ ורק במשפטי הער¤ הסופי וההתחלתי כדי לקבוע לכל פ 2.8

 .התמרת לפלס שלה מתו¤ הפונקציות בטור השמאלי

 

tte

tt
tte

t

t

δ
α
αα

δδαδ

α

α

sin

1sin
)()(

2

11ֱ

−

−−
−

++

−−−

  

( )[ ]

s
e

s
e

ss
sss

s

s

ss βα

α

αα
ααα

βα

αβ

−−

−
+

+
+++
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+

)(
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)(2

2222

2222
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  .3 פרק

 :זיקלית עבור המעגל החשמלייא מצא הצגת משתני מצב פ 3.1

 

 

 

המקשרת '  מצא את המשוואה הדיפ�ב עבור אותו מעגל 

 וכעת, את מתח הכניסה לזר§ בסליל

 .'רשו§ הצגת משתני מצב מתו¤ המשוואה הדיפ    

 

:  נתונה המערכת 3.2

[ ]xy

uxx

01
1
0

43
11

=









+








−

−
=

 

 .מצא את המשוואה הדיפרנציאלית המתארת את המערכת

 

2u6y4y6yy : נתונה המשוואה 3.3 (1)(2)(3) =+++ 

 (x(0))מצא הצגת משתני מצב קנונית אלכסונית ואת תנאי ההתחלה 

 

 ופתור בעזרתה את החלקי§ השוני§ 2.1  י מצב עבור המשוואה שנידונה בתרגילקבל הצגת משתנ 3.4

 .תו¤ השוואת התוצאות, של התרגיל

 

 .1.6 מצא הצגת משתני מצב פיזיקלית עבור המערכת המתוארת בתרגיל  3.5

 

 1.7 כפונקציה של מומנט המנוע בתרגיל כונית מצא הצגת משתני מצב שתתאר את מהירות המ 3.6

 

xAxאת פתרו© המשוואה  3.7 )X עבור תנאי ההתחלה &= נית© להביע בצורה 0(
tAe)t(X =. 

tAe נתונה על ידי 
1t)t(A EeEe −Λ=שבביטוי זה  כ� Λt §היא מטריצה אלכסונית שאבריה ה

לא דווקא (היא מטריצה שעמודותיה ה§ וקטורי§ עצמיי§ E �ו Aהערכי§ העצמיי§ של 

 .Aשל ) מנורמלי§

t: ל נית© לבטא ג§ כ¤" כי את הפתרו© הנהוכח
0 eE)t(X λ=©כשכא �  

teλ היא מטריצת 

: היא המטריצה של וקטורי§ עצמיי§ משוקללי§ באופ© מיוחדoE ו ubeλעמודה שרכיביה ה§ 

α= EE
o

 oXE=αוהאלמנטי§ בה ה§ רכיבי הוקטור , היא מטריצה אלכסוניתαכאשר 

: ל עבור המקרה"יש§ את התוצאות הנ







=

34
21

A 







=

8
7

X0 
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  � 1.10 עבור המערכת שבתרגיל  3.8

: ת הצגת משתני המצב הפיזיקלית ופתור אותה עבור תנאי התחלהקבל א
( )
( ) 1oQ

2/3oQ
1
o

=

=
 

: נתוני המערכת

2R
iRR

g2A
gA

2

1o

2

1

=
==

ρ=
ρ=

 

 

uuyyyתאר את המשוואה  3.9 &&&& 32127  .באמצעות דיאגרמת מלבני§ ++=+

 

 :טט דיאגרמת מלבני§ עבור המעגל הבאשר 3.10

 

uXx:  המצב הבאהמצא דיאגרמת מלבני§ עבור מערכת משתני 3.11 







+








−−

=
1
0

68
10

& 

yצמצ§ את הדיאגרמה לקבלת פונקצית התמסורת  [32]x= 

 

uu2y5y4yתאר את המשוואה  3.12 &&&& וקבל את פונקצית , באמצעות תרשי§ זרימה ++=+

 .התמסורת

 

 .1.4 ערו¤ דיאגרמת מלבני§ ותרשי§ זרימה שיתארו את זרימת החו§ מהרדיאטור משאלה  3.13
 .קבל את פונקצית התמסורת מ© הדיאגרמה ומתו¤ תרשי§ הזרימה

 

צפה וצירו מתלכד ע§  ) Tpמומנט אינרציה (מורכב על פלטפורמה ) Tsמקור מומנט (גופו של מנוע  3.14

החיכו¤ ומקד§ ) Jמומנט אירציה (הציר קשוח לחלוטי©  ומורכב עליו גל תנופה  . ציר הפלטפורמה 

ωכאשר המנוע מופעל מסתובב גל התנופה במהירות . Bבמיסבו   וכ© נגר§ סיבוב הפלטפורמה  0

ω �סביב צירה ב p ¤כאשר היא צפה בנוזל ע§ חיכוBp. 

 ערו¤ תרשי§ זרימה עבור המערכת וקבל פונקצית תמסורת המקשרת בי© מומנט המנוע ומהירות

 . של הפלטפורמהבבויהס
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 חשב מתוכה את פונקצית 1.7 ערו¤ דיאגרמת מלבני§ שתתאר את מודל המכונית שבתרגיל  3.15

 .התמסורת

 

 וקבל את פונקצית התמסורת מתו¤ דיאגרמת 3.9 ערו¤ תרשי§ זרימה עבור המשוואה שבתרגיל  3.16

 .שי§ הזרימההמלבני§ ותר

 

על מנת לסובב את  . מערכת תותח כוללת את התותח עצמו ופלטפורמה עליו הוא מורכב 3.17

הפלטפורמה סביב צירה מפעילי§ גל תנופה בעזרת מנוע חשמלי בזר§ ישר המבוקר על ידי מתח 

  . JB ושל גל התנופה  Jpמומנט האינרציה של הפלטפורמה כולל התותח הוא . העוג©

, Kמקד§ ההתמרה האלקטרומכני הוא . L והשראותו Rנגדות סליל העוג©  התVמתח העוג© 

 . Bומקד§ החיכו¤ של מיסב המנוע הוא 

ωקבל סכימת תמורה עבור המערכת התאפשר חישוב מהירות הסיבוב . א Pשל הפלטפורמה . 

י© מתח העוג© ושנוי קבל דיאגרמת מלבני§ שבאמצעותה  נית© לחשב את פונקצית התמסורת ב. ב

 . של התותחQהזווית 

 .ל בהזנחת השראות העוג©"קבל את פונקצית התמסורת הנ. ג

 ).Lבהזנחת (וודא כי מתקבלת אותה פונקצית תמסורת , ערו¤ תרשי§ זרימה עבור המערכת. ד

  .4 פרק

 : עבור מערכת שפונקצית התמסורת שלה היא) אמפליטודה ופאזה(שרטט עקומות בודה  4.1

( )
( )( )20/110/1

5/110)(
SS

SSG
++

+
= 

עבור מערכת מסויימת בפאזה , הציור מראה דיאגרמת בודה אסימטוטית לאמפליטודה 4.2

 :מינימלית

 

 . קבל את פונקצית התמסורת
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הציור מראה דיאגרמת בודה אסימפטוטית עבור שיעור ההגבר של מערכת מסויימת בפאזה  4.3

 .6הער¤ המדוייק של הגבר המערכת הוא , ¤בתדירות הבר. מינימלית

 .קבל את פונקצית התמסורת. א

 ? שעבורו תהיה המערכת בחוג סגור יציבהKמהו הער¤ המקסימלי של המשוב . ב

 

. מובאת דיאגרמת בודה לאמפליטודה למערכת מסוימת בפאזה מינימליתהבא בציור  4.4

 

 

) נתו© ) dB34dBjG,5 =ω=ω.מצא : 

 .פונקצית תמסורת כאשר נתו© כי קבוע ההגבר חיובי. א

 .מצא את הערכי§ ההתחלתיי§ והסופיי§ של התגובה להל§. ב

 .טוטי של עקו§ הפאזהפת© תיאור אסימ. ג
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לש§ כ¤ מוסיפי§ למערכת בקר .  QR רוצי§ לכוו© לכיוו© זוויתי רצוי 3.17  את התותח בשאלה 4.5

QQRהמווסת את מתח המנוע כ¤ שיהיה פרופורציוני לסטייה     : בצורה הבאה−

)QQ(KV RC −= 

 .קבל את דיאגרמת המלבני§ עבור המערכת המשופרת. א

 .קבל את פונקצית התמסורת. ב

 . לפני הוספת הבקר ואחריו והשווה ביניה©G(s)התווה דיאגרמת בודה אסימפטוטית עבור . ג

 .QR ינעל על הכוו© הרצוי במערכת המשופרת התותח אכ©, הוכח כי במצב היציב. ד

קבל זאת בעזרת . יבה כ¤ שהמערכת המשופרת עדי© תישאר יצ Kcמהו ערכו המקסימלי של . ה

 )6בהתא§ לנלמד בפרק  (קריטריו© רות

 

  .5 פרק

הבח© בתגובה לערור ותגובה לתנאי התחלה אלו מ© . מצא את הפתרונות למשוואות הבאות 5.1

 ?המערכות יציבות

)2(7)1(10)(2)(. א 1 KKyKyKy −=++++ δ 

K(2)K(y)1K(y4)2K(Y4(. ב 1−δ=++−+ 

K()K21()K(y)1K(y2)2K(y(. ג 1−δ+=++++ 

 

0(y(y;1)1(1: ל"תנאי התחלה לנ −== 

 

 :מערכת מאופיינת על ידי משוואת ההפרשי§ הבאה 5.2

( ) ( )



 ≤<

=

+−+=++−+

0
20  2

)(

1226)()1(3)2(2

K
Kf

KfKfKyKyKy
K 

 : מצא

 .את פונקצית המתארת הבדידה. א

1(y(y;1)0(0 כאשר נתוני§ תנאי ההתחלה y(k)את . ב == 

מהו . ג
∞→k
ky )(lim
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 )K=0האיבר הראשו© ( של הסדרות הבאות Zמצא התמרת  5.3

 1,1,2,3,5,8,13,21,34…. א
 0,2,2.22,3.23,4.24,5.25…. ב

 0,1,1,0,�1,�1,0,1,1,0,�1,�1,0…. ג

 

): התמסורת הבאה' נתונה המערכת בעלת פונ 5.4 )( )3s2s
1s)s(G
++

+
= 

 : מצא

 .רציפה, בהצגת משתני מצ. א

 T=1 secהצגת משתני מצב בדידה עבור זמ© דגימה . ב

 .משוואת ההפרש של המערכת הדגימה. ג

 .דיאגרמת מלבני§ עבור משוואת ההפרשי§. ד

 .תרשי§ זרימה עבור המערכת. ה

 

 : מצא פונקציות תמסורת ותגובות להל§ של המערכות הבאות 5.5
 

]2[][. א
12
1]1[

12
1][ nUnynyny =−−−− 

][7]1[10]2[2][3]5[. ב −+=−+−− nUnUnynyny 

 
 

 .Zי שימוש בהתמרת "מצא פיתרו© של משוואות הפרשי§ הנתונות ע 5.6

 

]2[2][. א
12
1]1[

12
7][ 1 nnynyny −=−+−− δ 

                           1]2[ −=−y  ,  1]1[ =−y 

). ב ) ][][
8
1]1[

4
1]2[ 14

1 nnynyny n
−=−+++ δ 

                   2]2[ =−y  ,   1]1[ =−y 

). ג ) ][]2[
4
1]1[][ 13

1 nnynyny n
−=−+−− δ 

                     2]2[ =y  ,  0]0[ =y 

 
 תונה המערכת הדיסקרטית הבאהנ 5.7

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Ku21KuKy1Ky2Ky12 ++=−+++ 

 .משתני מצבבמערכת הצגת רשו§ 
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 :פתור את המשוואות הבאות 5.8

. א
4)1(;1)0(

)(2)(15)1(8)2( 1

==
=++−+ −

yy
kKyKyKy kδ

 

. ב
1)1(y;2)0(y

)K(K)K(y2)1K(y)2K(y 1
2

==
δ=−+−+ − 

 .ג
3)1(y;2)0(y

)k()1k(2)K(y2)1K(y3)2K(y 1
k

−==
δ−=++−+ − 

 .ד
4)1(;3/2)0(

)()23()(6)1(5)2( 1

−==
+=++−+ −

yy
kKKyKyKy k δ

 

 

 : הפוכה לפונקציות הבאותZמצא התמרת  5.9

. א
( )2aZ

aZ
−

 

. ב
( ) ( )

( ) ( )2aZ1Z1

1bZba2Zba
121

122

−−

−−

−−

+++−+
 

. ג
( )3

2

aZ
Z
−

 

 

 :נתונות המערכות הלינאריות בעלות פונקציות התמסורת הבאות 5.10

2+

−

s
e s

 ,( )1ss
1
+

 ,
3s4s

2s
2 ++

+
 

  קבלT=1 secעבור זמ© דגימה של 

 .הצגת משתני מצב רציפה. א

 .הצגת משתני מצב בדידה עבור כניסת מדריגה ברוחב זמ© דגימה. ב

 .משוואות  ההפרש של המערכת. ג

 .דיאגרמת מלבני§ ותרשי§ זרימה לכל מערכת. ד

 

 :רכת מתוארת  על ידי משוואות ההפרש הבאהמע 5.11

)2k(u)1k(bu)k(au)2k(y
6
1)1k(y

6
1)k(y −+−+=−−−− 

 ?הא§ המערכת יציבה. א

k()k(u(חשב תגובת המערכת עבור . ב δ= 

  a = b = 0כאשר . 1

 a = 0 : b=1כאשר . 2
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 a = b = 1כאשר . 3

)()1()(חשב ער¤ סופי של התגובה לערור . ג 1 kku k
−−= δ  1עבורba == 

 

 שני§ נות© הבנק 5עבור הפקדות חודשיות קבועות למש¤ . בנק מציע תכנית חסכו© במטבע חו¯ 5.12

$ 50נניח שלקוח הצטר­ לתכנית והפקיד סכו§ של .  ריבית חודשית המצטברת חודשית0.5%

, כ יש לרשותו ארבע שני§ מההפקדה הראשונה"רוצי§ לדעת כמה כס­ סה. בתחילת כל חודש

תייחס לחשבו© החסכו© כמערכת דיסקרטית שהכניסה .  שנה מההפקדה הראשונה20לקראת ו

 .היא ההפקדה החודשית והתפוקה הסכו§ המצטבר בחשבו©

 .פתור בעיה זו במישור הזמ© בפתרו© משוואת הפרשי§. א

 ומצא ג§ מהו הסכו§ שיועבר לצאצאי אותו לקוח לקראת Zפתור אותה בעיה בעזרת התמרת . ב

 . שני§ מאז הופקד הסכו§ הראשו©239תו§ 

 

  .6 פרק

 :אפס) ג(חיובי ) ב(שלילי ) א(מצא את מספר השורשי§ שחלק§ הממשי , עבור הפולינומי§ הבאי§ 6.1
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